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Ìîòèâèðóþùàÿ çàäà÷à

Çàäà÷à:

Ó Àëèñû åñòü ñåêðåòíàÿ ñòðîêà èç 2n áóêâ.

Èçâåñòíî, ÷òî â íåé n áóêâ ¾a¿ è n áóêâ ¾b¿.

Áîá ìîæåò ñïðîñèòü: ¾êàêàÿ áóêâà íà ïîçèöèè i?¿ è

ïîëó÷èòü îòâåò.

Öåëü Áîáà� ïîëó÷èòü îòâåò ¾a¿, çàäàâ ⩽ 100 âîïðîñîâ.
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×òî, åñëè Áîá îáìàíûâàåò?
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Áîá óáåæäàåòñÿ, ÷òî âñå îòâåòû âåðíûå.

Êàðë ïîêàçûâàåò çàïèñü, è Áîá óáåæäàåòñÿ, ÷òî ñòðîêà òà

æå.
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ôóíêöèþ îò íå¼ è ïîêàçûâàåò îòâåò Áîáó.

Ïîñëå èãðû Àëèñà ïðåäúÿâëÿåò ñòðîêó.

Áîá óáåæäàåòñÿ, ÷òî âñå îòâåòû âåðíûå.

Áîá âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ îò ñòðîêè Àëèñû è óáåæäàåòñÿ,

÷òî ñòðîêà òà æå.
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ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîå öåëîå ÷èñëî îò 1 äî 2n.
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Êàê ðåøàòü?

Âûáåðåì î÷åðåäíóþ ïîçèöèþ ñëó÷àéíî: ïóñòü ýòî

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîå öåëîå ÷èñëî îò 1 äî 2n.

Âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è ðàâíà 1/2.

Âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è 100 ðàç ïîäðÿä ðàâíà 1/2100.
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Íóæíûå ñâîéñòâà

Íóæíûå ñâîéñòâà

×òî íàì ìîæåò áûòü íóæíî îò ñëó÷àéíûõ ÷èñåë?

Íåïðåäñêàçóåìîñòü: ïî ïðåäûäóùèì íå óçíàòü ñëåäóþùåå.

Äîñòîâåðíîñòü: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèÿ...

Ïîâòîðÿåìîñòü: òîò æå ðåçóëüòàò ïðè ïîâòîðå.

Ñêîðîñòü: ñîòíè ìèëëèîíîâ â ñåêóíäó?
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Íóæíûå ñâîéñòâà

Íóæíûå ñâîéñòâà

×òî íàì ìîæåò áûòü íóæíî îò ñëó÷àéíûõ ÷èñåë?

Íåïðåäñêàçóåìîñòü: äà.

Äîñòîâåðíîñòü: âñ¼ õîðîøî.

Ïîâòîðÿåìîñòü: íåò.

Ñêîðîñòü: ìàëà.

Êàê ïîëó÷àòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà:

¾Íàñòîÿùèå¿ ñëó÷àéíûå ÷èñëà: àïïàðàòíûå äàò÷èêè.

Íàïðèìåð, ìëàäøèå öèôðû äàò÷èêà òåìïåðàòóðû íà

ïðîöåññîðå.
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Íóæíûå ñâîéñòâà

Íóæíûå ñâîéñòâà

×òî íàì ìîæåò áûòü íóæíî îò ñëó÷àéíûõ ÷èñåë?

Íåïðåäñêàçóåìîñòü: íåò.

Äîñòîâåðíîñòü: òîëüêî ñàìûå áàçîâûå ñâîéñòâà.

Ïîâòîðÿåìîñòü: äà.

Ñêîðîñòü: äà.

Êàê ïîëó÷àòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà:

Ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà: ñãåíåðèðîâàííûå àëãîðèòìîì.

Íàïðèìåð, ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð:

s← (s · a+ c) mod m
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Íóæíûå ñâîéñòâà

Íóæíûå ñâîéñòâà

×òî íàì ìîæåò áûòü íóæíî îò ñëó÷àéíûõ ÷èñåë?

Íåïðåäñêàçóåìîñòü: äà.

Äîñòîâåðíîñòü: ñêîðåå äà.

Ïîâòîðÿåìîñòü: äà.

Ñêîðîñòü: ìåíüøå.

Êàê ïîëó÷àòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà:

Ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà: ñãåíåðèðîâàííûå àëãîðèòìîì.

Íàïðèìåð, êàêîé-íèáóäü êðèïòîãðàôè÷åñêè ñòîéêèé

ãåíåðàòîð.
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Íóæíûå ñâîéñòâà

Ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà

Êàê óñòðîåí ãåíåðàòîð ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë:

Åñòü ñîñòîÿíèå s.

Åñòü êîìàíäà ¾èíèöèàëèçèðîâàòü ñîñòîÿíèå¿ ñ ïàðàìåòðîì

seed.

Åñòü êîìàíäà ¾âûäàòü ñëåäóþùåå ñëó÷àéíîå ÷èñëî¿:

ñîñòîÿíèå ìåíÿåòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé, s← f(s);
âûäà¼òñÿ çíà÷åíèå äðóãîé èçâåñòíîé ôóíêöèè îò íîâîãî

ñîñòîÿíèÿ, answer ← g(s).
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð

Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð: óñòðîéñòâî

Ïðèìåð ãåíåðàòîðà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë:

ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð.

s← (s · a+ c) mod m

s� ñîñòîÿíèå

a, c, m�êîíñòàíòû
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð

Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð: óñòðîéñòâî

Ïðèìåð ãåíåðàòîðà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë:

ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð.

s← (s · a+ c) mod m

s� ñîñòîÿíèå

a, c, m�êîíñòàíòû

init (seed): s← seed

next (): s← (s · a+ c) mod m

random (k):

next ();

return s mod k;
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð

Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð: óñòðîéñòâî

Ïðèìåð ãåíåðàòîðà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë:

ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð.

s← (s · a+ c) mod m

s� ñîñòîÿíèå

a, c, m�êîíñòàíòû

init (seed): s← seed

next (): s← (s · a+ c) mod m

random (k):

next ();

return (s · k) div m;
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð

Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð: óñòðîéñòâî

Ïðèìåð ãåíåðàòîðà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë:

ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð.

s← (s · a+ c) mod m

s� ñîñòîÿíèå

a, c, m�êîíñòàíòû

init (seed): s← seed

next (): s← (s · a+ c) mod m

random (k):

m′ = m−m mod k;
do next (); while (s ⩾ m′);
return (s · k) div m′;

Âûáîðêà ñ îòêëîíåíèåì ìåäëåííåå, íî îáåñïå÷èâàåò

ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð

Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð: ïåðèîä

Êàêîé ïåðèîä ó ãåíåðàòîðà?

s← (s · a+ c) mod m

Ïîíÿòíî, ÷òî ñîñòîÿíèé íå áîëüøå m.

È, åñëè ìû ïîïàëè â îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå, � äàëüøå

áóäåò îäíà è òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Êîãäà ñîñòîÿíèé â ïåðèîäå ðîâíî m?
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð

Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð: ïåðèîä

Êàêîé ïåðèîä ó ãåíåðàòîðà?

s← (s · a+ c) mod m

Ïîíÿòíî, ÷òî ñîñòîÿíèé íå áîëüøå m.

È, åñëè ìû ïîïàëè â îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå, � äàëüøå

áóäåò îäíà è òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Êîãäà ñîñòîÿíèé â ïåðèîäå ðîâíî m?

m è c âçàèìíî ïðîñòû,

a− 1 äåëèòñÿ íà âñå ïðîñòûå äåëèòåëè m,

åñëè m äåëèòñÿ íà 4, òî è a− 1 äåëèòñÿ íà 4.
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Êîä

Êîä

1 #include <iostream>

2

3 using namespace std;

4

5 const unsigned a = 1664525, c = 1013904223;

6 unsigned s;

7 void init (int seed) {s = seed;}

8 void next () {s = s * a + c;}

9 int random (int k) {

10

11 next ();

12 return s % k;

13 }

14

15 int main () {

16 unsigned seed;

17 int k;

18 cin >> seed >> k;

19 init (seed);

20 for (int step = 0; step < 10; step++)

21 cout << random (k) << endl;

22 return 0;

23 }

Ââîä:

123456

1000000000

Âûâîä:

351072415

870155634

704390697

406627700

759071299

62768838

939533677

945261032

903911975

50228058
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Êîä

Êîä

1 #include <iostream>

2

3 using namespace std;

4

5 const unsigned a = 1664525, c = 1013904223;

6 unsigned s;

7 void init (int seed) {s = seed;}

8 void next () {s = s * a + c;}

9 int random (int k) {

10

11 next ();

12 return (s * 1LL * k) >> 32;

13 }

14

15 int main () {

16 unsigned seed;

17 int k;

18 cin >> seed >> k;

19 init (seed);

20 for (int step = 0; step < 10; step++)

21 cout << random (k) << endl;

22 return 0;

23 }

Ââîä:

123456

1000000000

Âûâîä:

81740416

202598896

164003739

560336676

642396346

14614508

451582874

220085734

443289050

943017205
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Êîä

Êîä

1 #include <iostream>

2

3 using namespace std;

4

5 const unsigned a = 1664525, c = 1013904223;

6 unsigned s;

7 void init (int seed) {s = seed;}

8 void next () {s = s * a + c;}

9 int random (int k) {

10 long long z = (1LL << 32) / k * k;

11 do next (); while (s >= z);

12 return (s * 1LL * k) / z;

13 }

14

15 int main () {

16 unsigned seed;

17 int k;

18 cin >> seed >> k;

19 init (seed);

20 for (int step = 0; step < 10; step++)

21 cout << random (k) << endl;

22 return 0;

23 }

Ââîä:

123456

1000000000

Âûâîä:

87768103

217538908

176097674

601656925

689767824

15692209

484883419

236315258

475977993

975811047
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Êîä

Êîä

1 #include <iostream>

2 #include <cstdlib>

3 using namespace std;

4

5

6

7

8

9 int random (int k) {

10

11

12 return rand () % k;

13 }

14

15 int main () {

16 unsigned seed;

17 int k;

18 cin >> seed >> k;

19 srand (seed);

20 for (int step = 0; step < 10; step++)

21 cout << random (k) << endl;

22 return 0;

23 }

Ââîä:

123456

1000000000

Âûâîä:

9977

22818

10150

16017

7706

20368

21548

8141

828

19946
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Ñëó÷àéíûå ÷èñëà Êîä

Êîä

1 #include <iostream>

2 #include <random>

3 using namespace std;

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14 int main () {

15 unsigned seed;

16 int k;

17 cin >> seed >> k;

18 mt19937 rng (seed); // MT19937 is not an LCG!

19 uniform_int_distribution <int> random (0, k - 1);

20 for (int step = 0; step < 10; step++)

21 cout << random (rng) << endl;

22 return 0;

23 }

Ââîä:

123456

1000000000

Âûâîä:

136332816

552883898

964354828

279683982

757868586

963400379

836262026

404531926

361015349

675133609
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû

Ñîäåðæàíèå

1 Ñëó÷àéíûå ÷èñëà

Ìîòèâèðóþùàÿ çàäà÷à

Íóæíûå ñâîéñòâà

Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð

Êîä

2 Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû

Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Çàäà÷à: ìíîãî÷ëåí â ¾÷¼ðíîì ÿùèêå¿

Çàäà÷à: êîëüöåâîé ìàðøðóò

Çàäà÷à: ïðÿìîóãîëüíèê èç õàîñà

3 Õåøèðîâàíèå

Õåøèðîâàíèå ìàññèâà

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ: àëüòåðíàòèâà

Õåøèðîâàíèå ìàññèâà: àëüòåðíàòèâà

Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

4 Îíëàéí-àëãîðèòìû

Çàäà÷à: óãàäûâàíèå ÷èñëà

Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûé ñëó÷àéíûé ãðàô.

Âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû öåëûìè ÷èñëàìè.

Ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ âåðøèíàìè åñòü ðåáðî ñ

âåðîÿòíîñòüþ p.

Êàê ïîïàñòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v?
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Êàê ïîïàñòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v?
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Êàê ïîïàñòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v?

1. Åñëè ðåáðî u→ v åñòü, èä¼ì ïî íåìó, è çàäà÷à ðåøåíà.

2. Åñëè åãî íåò, áóäåì ïðîáîâàòü ïåðåéòè â ñëó÷àéíóþ

âåðøèíó w, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ.

3. È òàì âåðí¼ìñÿ ê ïóíêòó 1.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Êàê ïîïàñòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v?

1. Åñëè ðåáðî u→ v åñòü, èä¼ì ïî íåìó, è çàäà÷à ðåøåíà.

2. Åñëè åãî íåò, áóäåì ïðîáîâàòü ïåðåéòè â ñëó÷àéíóþ

âåðøèíó w, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ.

3. È òàì âåðí¼ìñÿ ê ïóíêòó 1.

Êàê íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà

ðàññìîòðåííûõ ð¼áåð?
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Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Êàê ïîïàñòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v?

1. Åñëè ðåáðî u→ v åñòü, èä¼ì ïî íåìó, è çàäà÷à ðåøåíà.

2. Åñëè åãî íåò, áóäåì ïðîáîâàòü ïåðåéòè â ñëó÷àéíóþ

âåðøèíó w, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ.

3. È òàì âåðí¼ìñÿ ê ïóíêòó 1.

Êàê íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà

ðàññìîòðåííûõ ð¼áåð?

Ñ âåðîÿòíîñòüþ p ýòî 1.

Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− p ýòî 1, çàòåì 1/p ðàññìîòðåííûõ

ð¼áåð èç u, à çàòåì ðåøåíèå òàêîé æå çàäà÷è.

E = p · 1+ (1− p) · (1+ 1/p+ E)

p · E = p+ (1− p)(1+ p)/p

E = 1+ (1− p)(1+ p)/p2 = 1+ (1− p2)/p2 = 1/p2
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: ìíîãî÷ëåí â ¾÷¼ðíîì ÿùèêå¿

Çàäà÷à: ìíîãî÷ëåí â ¾÷¼ðíîì ÿùèêå¿

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P íàä ïîëåì Z/mZ (m ïðîñòîå),

çàäàííûé êàê ¾÷¼ðíûé ÿùèê¿: ìû ìîæåì òîëüêî óçíàâàòü

çíà÷åíèå â òî÷êå.

Íóæíî óçíàòü ýòîò ìíîãî÷ëåí.

È ïðè ýòîì ñäåëàòü íå ñëèøêîì ìíîãî çàïðîñîâ.

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñëó÷àéíûå ÷èñëà 11.02.2026 12 / 30
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Çàäà÷à: ìíîãî÷ëåí â ¾÷¼ðíîì ÿùèêå¿

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P íàä ïîëåì Z/mZ (m ïðîñòîå),

çàäàííûé êàê ¾÷¼ðíûé ÿùèê¿: ìû ìîæåì òîëüêî óçíàâàòü

çíà÷åíèå â òî÷êå.

Íóæíî óçíàòü ýòîò ìíîãî÷ëåí.

È ïðè ýòîì ñäåëàòü íå ñëèøêîì ìíîãî çàïðîñîâ.

Êàê ðåøàòü:

1. Áóäåì ïîääåðæèâàòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Q�

äîãàäêó î òîì, êàêèì ìîã áû áûòü ìíîãî÷ëåí P.

2. Âûáåðåì ñëó÷àéíóþ òî÷êó xi, ñïðîñèì çíà÷åíèå P(xi) = yi
è âû÷èñëèì Q(xi) = y′

i
.

3. Åñëè yi ̸= y′
i
, èíòåðïîëèðóåì Q çàíîâî (degQ óâåëè÷èòñÿ íà

åäèíèöó) è âåðí¼ìñÿ ê øàãó 1.

4. Åñëè æå yi = y′
i
, ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ Q òîæäåñòâåííî

ðàâåí P.

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñëó÷àéíûå ÷èñëà 11.02.2026 12 / 30



Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: ìíîãî÷ëåí â ¾÷¼ðíîì ÿùèêå¿

Çàäà÷à: ìíîãî÷ëåí â ¾÷¼ðíîì ÿùèêå¿

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü.

Ïóñòü Q íå ðàâåí òîæäåñòâåííî P.

Òîãäà ìíîãî÷ëåí R = Q− P èìååò ñòåïåíü

degR ⩽ max(degQ, deg P).

Ó ìíîãî÷ëåíà R íå áîëüøå degR ðàçëè÷íûõ êîðíåé.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìû ñëó÷àéíî âûáðàííîé òî÷êîé xi
ïîïàëè â êîðåíü, íå áîëüøå degR/m.

Èòàê, ìû íàó÷èëèñü âîññòàíàâëèâàòü ìíîãî÷ëåí çà

deg P + 2 çàïðîñà ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè deg2 P/m.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: ìíîãî÷ëåí â ¾÷¼ðíîì ÿùèêå¿

Çàäà÷à: ìíîãî÷ëåí â ¾÷¼ðíîì ÿùèêå¿

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü.

Ïóñòü Q íå ðàâåí òîæäåñòâåííî P.

Òîãäà ìíîãî÷ëåí R = Q− P èìååò ñòåïåíü

degR ⩽ max(degQ, deg P).

Ó ìíîãî÷ëåíà R íå áîëüøå degR ðàçëè÷íûõ êîðíåé.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìû ñëó÷àéíî âûáðàííîé òî÷êîé xi
ïîïàëè â êîðåíü, íå áîëüøå degR/m.

Èòàê, ìû íàó÷èëèñü âîññòàíàâëèâàòü ìíîãî÷ëåí çà

deg P + 2 çàïðîñà ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè deg2 P/m.

×óòü áîëåå îáùèé ôàêò íàçûâàåòñÿ ëåììîé Øâàðöà�Çèïïåëÿ

è ðàáîòàåò òàêæå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: êîëüöåâîé ìàðøðóò

Óñëîâèå

Çàäà÷à L. Êîëüöåâîé ìàðøðóò

Ýòî çàäà÷à ñ äâîéíûì çàïóñêîì.

Äàíî n ⩽ 50 000. Ó æþðè åñòü ñåêðåòíûé îðèåíòèðîâàííûé

öèêë íà ÷èñëàõ 1, 2, . . . ,n. Öèêë çàôèêñèðîâàí çàðàíåå.

Ðåøåíèå ìîæåò çàäàòü ÷èñëà k ⩽ 1000 è l ⩽ 1000, à òàêæå k

íà÷àëüíûõ ïîçèöèé.

Ïîñëå ýòîãî æþðè îò êàæäîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè âûäàñò l

ñëåäóþùèõ âåðøèí öèêëà.

Íàêîíåö, ðåøåíèå äîëæíî âîññòàíîâèòü âåñü öèêë.

Ïðèìåð: n = 5, öèêë 1→ 3→ 5→ 4→ 2→ 1.

Ó÷àñòíèê çàäà¼ò k = 2, l = 3 è ïîçèöèè 1 è 2.

Æþðè âûäà¼ò ÷àñòè öèêëà: 1→ 3→ 5 è 2→ 1→ 3.

Ó÷àñòíèê ïî íèì âîññòàíàâëèâàåò âåñü öèêë.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: êîëüöåâîé ìàðøðóò

Íåðåøàåìàÿ çàäà÷à

Î÷åâèäíî, çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ.

Ïóñòü n = 50 000, à ðåøåíèå ñïðîñèò êàêèå-òî 1000

ïîçèöèé.

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îíè âñå ðàñïîëîæåíû ïîäðÿä â

öèêëå.

Òîãäà ðåøåíèå óçíàåò ïîðÿäîê íå áîëåå ÷åì äëÿ 2000

âåðøèí, è íå óçíàåò, â êàêîì ïîðÿäêå ðàñïîëîæåíû

îñòàëüíûå 48 000.

×òî æå äåëàòü?
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: êîëüöåâîé ìàðøðóò

Âåðîÿòíîñòíûå ðåøåíèÿ

×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ çàäà÷åé, ÷óòü ïîíèçèì òðåáîâàíèÿ ê òîìó,

÷òî òàêîå ¾ðåøåíèå¿.

Ïóñòü íàøåìó ðåøåíèþ ìîæíî ðàáîòàòü íå âñåãäà, à ïî÷òè

âñåãäà� ñ êàêîé-òî âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê åäèíèöå.

Îáû÷íî â çàäà÷å äåñÿòêè òåñòîâ, ìàêñèìóì� ñîòíè.

Åñëè âåðîÿòíîñòü óñïåõà âåëèêà� íåâàæíî, ÷òî

ñóùåñòâóþò òåñòû, íà êîòîðûõ ðåøåíèå íå ðàáîòàåò.

Âàæíî, ÷òîáû íà ëþáîì çàôèêñèðîâàííîì çàðàíåå òåñòå

îíî ðàáîòàëî ñ õîðîøåé âåðîÿòíîñòüþ.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: êîëüöåâîé ìàðøðóò

Ðåøåíèå

Çàôèêñèðóåì k = 1000 è l = 1000. Âûáåðåì k ñëó÷àéíûõ

ïîçèöèé. Áóäåì íàäåÿòüñÿ, ÷òî k ïîëó÷åííûõ ïóòåé ñîäåðæàò

êàæäîå ðåáðî öèêëà õîòÿ áû ïî ðàçó.

Êàê âîññòàíàâëèâàòü öèêë?

Íà÷í¼ì ñ êàêîé-íèáóäü âûáðàííîé ïîçèöèè p.

Áóäåì èäòè ïî ïîëó÷åííîìó ïóòè èç p, ïîêà íå ïðèä¼ì â

äðóãóþ âûáðàííóþ ïîçèöèþ q.

Ïîñëå ýòîãî áóäåì èäòè ïî ïóòè èç q, ïîêà íå ïðèä¼ì â

î÷åðåäíóþ âûáðàííóþ ïîçèöèþ r.

È òàê äàëåå, ïîêà íå âåðí¼ìñÿ â p.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: êîëüöåâîé ìàðøðóò

Ðåøåíèå

Çàôèêñèðóåì k = 1000 è l = 1000. Âûáåðåì k ñëó÷àéíûõ

ïîçèöèé. Áóäåì íàäåÿòüñÿ, ÷òî k ïîëó÷åííûõ ïóòåé ñîäåðæàò

êàæäîå ðåáðî öèêëà õîòÿ áû ïî ðàçó.

Ïî÷åìó ýòî âîîáùå ìîæåò ñðàáîòàòü?

Ïðåäñòàâèì ñåáå öèêë êàê îêðóæíîñòü ñ n òî÷êàìè.

Ìû âûáðàëè íà ýòîé îêðóæíîñòè k ñëó÷àéíûõ òî÷åê.

Ìû íå çíàåì ïîðÿäîê òî÷åê, íî çíàåì, ÷òî âûáèðàëè

êàæäóþ òî÷êó C ðàâíîìåðíî: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî C

ðàâíà êàêîé-òî êîíêðåòíîé òî÷êå A, íå çàâèñèò îò A è

ðàâíà 1/n.

×òîáû óñïåøíî âîññòàíîâèòü öèêë, íóæíî, ÷òîáû âñå

ðàññòîÿíèÿ ïî öèêëó ìåæäó ñîñåäíèìè âûáðàííûìè

òî÷êàìè áûëè ìåíüøå l.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: êîëüöåâîé ìàðøðóò

Ðåøåíèå

Çàôèêñèðóåì k = 1000 è l = 1000. Âûáåðåì k ñëó÷àéíûõ

ïîçèöèé. Áóäåì íàäåÿòüñÿ, ÷òî k ïîëó÷åííûõ ïóòåé ñîäåðæàò

êàæäîå ðåáðî öèêëà õîòÿ áû ïî ðàçó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå ðåøåíèå íå ðàáîòàåò: íà

îêðóæíîñòè åñòü ¾ïëåøü¿ ðàçìåðà õîòÿ áû l, â êîòîðóþ íå

ïîïàëà íè îäíà èç íàøèõ òî÷åê.

Çíà÷èò, êàæäàÿ èç íàøèõ òî÷åê ïîïàëà â îäíó èç (n− l)/n
îñòàâøèõñÿ ïîçèöèé. Åñëè ìû âûáèðàëè òî÷êè ñëó÷àéíî è

ðàâíîìåðíî� âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà (n− l)/n äëÿ êàæäîé

èç k âûáðàííûõ òî÷åê.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå òî÷êè îäíîâðåìåííî íå ïîïàëè â

¾ïëåøü¿, ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ îòäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé:

((n− l)/n)k.

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñëó÷àéíûå ÷èñëà 11.02.2026 16 / 30



Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: êîëüöåâîé ìàðøðóò

Ðåøåíèå

Çàôèêñèðóåì k = 1000 è l = 1000. Âûáåðåì k ñëó÷àéíûõ

ïîçèöèé. Áóäåì íàäåÿòüñÿ, ÷òî k ïîëó÷åííûõ ïóòåé ñîäåðæàò

êàæäîå ðåáðî öèêëà õîòÿ áû ïî ðàçó.

Â âûðàæåíèå ((n− l)/n)k ïîäñòàâèì êîíêðåòíûå ÷èñëà:

((50 000− 1000)/50 000)1000 = 0.981000 ≈ 1.683 · 10−9.
Äàæå åñëè, ãðóáî îöåíèâàÿ, ñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü êàæäîé

èç n âîçìîæíûõ ¾ïëåøåé¿ îòäåëüíî, ïîëó÷àåì

≈ 1.683 · 10−9 · 50 000 = 8.415 · 10−5.
Èòàê, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàøå ðåøåíèå íå ðàáîòàåò, íà

êàæäîì òåñòå òî÷íî ìåíüøå 10−4. Äëÿ çàäà÷è, ïî êîòîðîé

åñòü 99 ïîïûòîê, ýòî âïîëíå ïðèåìëåìî.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: ïðÿìîóãîëüíèê èç õàîñà

Óñëîâèå

Çàäà÷à M. Ïðÿìîóãîëüíèê èç õàîñà

Ðàññìîòðèì òî÷êè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè îò 0 äî 105

âêëþ÷èòåëüíî.

Äàíû n (îò 1 äî 300 000) òàêèõ òî÷åê.

Òî÷êè âûáðàíû ñëó÷àéíî, ðàâíîìåðíî è íåçàâèñèìî.

Íàéäèòå ïðÿìîóãîëüíèê ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè, ñòîðîíû

êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò, à âñå ÷åòûðå

âåðøèíû ëåæàò â âûáðàííûõ òî÷êàõ.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: ïðÿìîóãîëüíèê èç õàîñà

Íàèâíûå ðåøåíèÿ

Âàæíîå ñâîéñòâî çàäà÷è: çàäàííûå òî÷êè âûáðàíû ñëó÷àéíî.

Íàèâíîå ðåøåíèå:

ïåðåáåð¼ì ÷åòâ¼ðêè òî÷åê,

ïðîâåðèì íà ïðÿìîóãîëüíîñòü,

íàéä¼ì ìàêñèìóì.

Âðåìÿ ðàáîòû: O(n4).

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñëó÷àéíûå ÷èñëà 11.02.2026 18 / 30



Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: ïðÿìîóãîëüíèê èç õàîñà

Íàèâíûå ðåøåíèÿ

Âàæíîå ñâîéñòâî çàäà÷è: çàäàííûå òî÷êè âûáðàíû ñëó÷àéíî.

Åù¼ áîëåå íàèâíîå ðåøåíèå: âûâåäåì 0.

Ïî÷åìó ïðè ìàëåíüêèõ n ýòî, ñêîðåå âñåãî, ïðàâäà?

×òîáû ïðèêèíóòü âåðîÿòíîñòü, ðàçáåð¼ì äðóãîå ðåøåíèå.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: ïðÿìîóãîëüíèê èç õàîñà

Ïîëíîå ðåøåíèå

Âàæíîå ñâîéñòâî çàäà÷è: çàäàííûå òî÷êè âûáðàíû ñëó÷àéíî.

Ïîëíîå ðåøåíèå:

• Äëÿ êàæäîãî x çàâåä¼ì ñïèñîê òî÷åê ñ òàêèì x.

• Äëÿ êàæäîãî y çàâåä¼ì ñïèñîê òî÷åê ñ òàêèì y.

• Ïîëîæèì âñå òî÷êè â set S.

• Äëÿ êàæäîé òî÷êè (x, y)�ïåðâîé âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà:

• • Äëÿ êàæäîé âòîðîé âåðøèíû âèäà (x, y′):

• • • Äëÿ êàæäîé òðåòüåé âåðøèíû âèäà (x′, y):

• • • • Åñëè ÷åòâ¼ðòàÿ âåðøèíà (x′, y′) åñòü â S:

• • • • • Âû÷èñëèì ïëîùàäü |x′ − x| · |y′ − y|, îáíîâèì ìàêñèìóì.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: ïðÿìîóãîëüíèê èç õàîñà

Ïîëíîå ðåøåíèå

Âàæíîå ñâîéñòâî çàäà÷è: çàäàííûå òî÷êè âûáðàíû ñëó÷àéíî.

Àíàëèç. Ïóñòü C = 100 001� äèàïàçîí âîçìîæíûõ

êîîðäèíàò.

• Äëÿ êàæäîé òî÷êè (x, y)�ïåðâîé âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà:

• (n âàðèàíòîâ)

• • Äëÿ êàæäîé âòîðîé âåðøèíû âèäà (x, y′):
• • (â ñðåäíåì áóäåò (n− 1)/C òàêèõ òî÷åê)

• • • Äëÿ êàæäîé òðåòüåé âåðøèíû âèäà (x′, y):
• • • (â ñðåäíåì áóäåò (n− 1)/C òàêèõ òî÷åê)

• • • • Åñëè ÷åòâ¼ðòàÿ âåðøèíà (x′, y′) åñòü â S:

• • • • (ïðîâåðêà çà O(log n) èëè O(1))
• • • • • Âû÷èñëèì ïëîùàäü |x′ − x| · |y′ − y|, îáíîâèì ìàêñèìóì.

• • • • • (âû÷èñëåíèå çà êîíñòàíòó)
Ïîðÿäîê ìîæíî ãðóáî îöåíèòü, ïåðåìíîæèâ ýòè ÷èñëà

(õîòÿ äëÿ òî÷íîé îöåíêè ýòî íåêîððåêòíî). Ïîëó÷àåì, ÷òî

ìû ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå ≈ n3/C2 ÷åòâ¼ðòûõ âåðøèí

ïðÿìîóãîëüíèêà.
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Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû Çàäà÷à: ïðÿìîóãîëüíèê èç õàîñà

Ïîëíîå ðåøåíèå

Âàæíîå ñâîéñòâî çàäà÷è: çàäàííûå òî÷êè âûáðàíû ñëó÷àéíî.

Èòàê, ãðóáàÿ îöåíêà: ìû ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå ≈ n3/C2

÷åòâ¼ðòûõ âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà.

Êîãäà n = 100 è C = 100 001, ïîëó÷àåì n3/C2 ≈ 10−6.
È êàæäàÿ òàêàÿ âåðøèíà åñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ n/C2 ≈ 10−8.
Çíà÷èò, îòâåò áóäåò áîëüøå íóëÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 10−14.
Äåéñòâèòåëüíî, îòâåò ïî÷òè âñåãäà ðàâåí íóëþ.

Êîãäà n = 300 000 è C = 100 001, ïîëó÷àåì n3/C2 ≈ 27 · 105.
È êàæäàÿ òàêàÿ âåðøèíà åñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ

n/C2 ≈ 3 · 10−5.
Çíà÷èò, â ñðåäíåì (ïî íàøåé ãðóáîé îöåíêå) íàéä¼òñÿ

81 ïðÿìîóãîëüíèê.

Âðåìÿ ðàáîòû: êîãäà n = 300 000 è C = 100 001, ïîëó÷àåì

n3/C2 ≈ 27 · 105 îáðàùåíèé ê set.
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Õåøèðîâàíèå

Ñîäåðæàíèå

1 Ñëó÷àéíûå ÷èñëà

Ìîòèâèðóþùàÿ çàäà÷à

Íóæíûå ñâîéñòâà

Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð

Êîä

2 Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû

Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Çàäà÷à: ìíîãî÷ëåí â ¾÷¼ðíîì ÿùèêå¿

Çàäà÷à: êîëüöåâîé ìàðøðóò

Çàäà÷à: ïðÿìîóãîëüíèê èç õàîñà

3 Õåøèðîâàíèå

Õåøèðîâàíèå ìàññèâà

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ: àëüòåðíàòèâà

Õåøèðîâàíèå ìàññèâà: àëüòåðíàòèâà

Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

4 Îíëàéí-àëãîðèòìû

Çàäà÷à: óãàäûâàíèå ÷èñëà

Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñëó÷àéíûå ÷èñëà 11.02.2026 20 / 30



Õåøèðîâàíèå Õåøèðîâàíèå ìàññèâà

Õåøèðîâàíèå ìàññèâà

Èäåÿ:

Â ìàññèâå S = S1S2 . . . Sn âàæåí ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ.

Õåø ìàññèâà: h(S) = (h(S1 . . . Sn−1) · p+ Sn) mod q.

Ïîäðîáíåå ðàçáèðàëèñü íà ïðîøëîì çàíÿòèè.
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Õåøèðîâàíèå Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ

Èäåÿ:

Âî ìíîæåñòâå ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ íå âàæåí.

Îòñîðòèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìèàëüíûé õåø.

Àíàëèç: âèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü êîëëèçèè òî÷íî òàêàÿ æå,

êàê ó ïîëèíîìèàëüíîãî õåøà äëÿ ìàññèâà.
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Õåøèðîâàíèå Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ

Èäåÿ:

Âî ìíîæåñòâå ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ íå âàæåí.

Îòñîðòèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìèàëüíûé õåø.

Àíàëèç: âèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü êîëëèçèè òî÷íî òàêàÿ æå,

êàê ó ïîëèíîìèàëüíîãî õåøà äëÿ ìàññèâà.

Êàê òåïåðü ìåíÿòü ìíîæåñòâî?
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Õåøèðîâàíèå Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ

Èäåÿ:

Âî ìíîæåñòâå ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ íå âàæåí.

Îòñîðòèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìèàëüíûé õåø.

Àíàëèç: âèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü êîëëèçèè òî÷íî òàêàÿ æå,

êàê ó ïîëèíîìèàëüíîãî õåøà äëÿ ìàññèâà.

Êàê òåïåðü ìåíÿòü ìíîæåñòâî?

Õðàíèòü åãî â ñòðóêòóðå äàííûõ, ïîääåðæèâàþùåé

ñîðòèðîâêó.

Íàïðèìåð, â äåêàðòîâîì äåðåâå.

Â ïîääåðåâå áóäåì õðàíèòü ðàçìåð è õåø ïîääåðåâà.
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Õåøèðîâàíèå Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ: àëüòåðíàòèâà

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ: àëüòåðíàòèâà

Èäåÿ (tabulation hashing):

Âî ìíîæåñòâå ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ íå âàæåí.

Ïóñòü âîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ íåìíîãî.

Çàðàíåå ñîïîñòàâèì êàæäîìó âîçìîæíîìó ýëåìåíòó

ñëó÷àéíîå öåëîå ÷èñëî� íàïðèìåð, ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåë¼ííîå îò 0 äî 263 − 1.

Õåø ìíîæåñòâà� ýòî xor âñåõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî

ýëåìåíòàì.

Çàìåòèì, ÷òî xor-ñóììà íåñêîëüêèõ (äëÿ íà÷àëà äâóõ)

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì�

òîæå ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì.
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Õåøèðîâàíèå Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ: àëüòåðíàòèâà

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ: àëüòåðíàòèâà

Èäåÿ (tabulation hashing):

Âî ìíîæåñòâå ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ íå âàæåí.

Ïóñòü âîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ íåìíîãî.

Çàðàíåå ñîïîñòàâèì êàæäîìó âîçìîæíîìó ýëåìåíòó

ñëó÷àéíîå öåëîå ÷èñëî� íàïðèìåð, ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåë¼ííîå îò 0 äî 263 − 1.

Õåø ìíîæåñòâà� ýòî xor âñåõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî

ýëåìåíòàì.

Çàìåòèì, ÷òî xor-ñóììà íåñêîëüêèõ (äëÿ íà÷àëà äâóõ)

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì�

òîæå ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

Êàêàÿ îïåðàöèÿ ñ äâóìÿ ìíîæåñòâàìè ïîëó÷àåòñÿ ëåãêî è

óäîáíî?
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Õåøèðîâàíèå Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ: àëüòåðíàòèâà

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ: àëüòåðíàòèâà

Èäåÿ (tabulation hashing):

Âî ìíîæåñòâå ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ íå âàæåí.

Ïóñòü âîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ íåìíîãî.

Çàðàíåå ñîïîñòàâèì êàæäîìó âîçìîæíîìó ýëåìåíòó

ñëó÷àéíîå öåëîå ÷èñëî� íàïðèìåð, ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåë¼ííîå îò 0 äî 263 − 1.

Õåø ìíîæåñòâà� ýòî xor âñåõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî

ýëåìåíòàì.

Çàìåòèì, ÷òî xor-ñóììà íåñêîëüêèõ (äëÿ íà÷àëà äâóõ)

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì�

òîæå ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

Êàêàÿ îïåðàöèÿ ñ äâóìÿ ìíîæåñòâàìè ïîëó÷àåòñÿ ëåãêî è

óäîáíî?

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü: h(A△ B) = h(A) xor h(B).
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Õåøèðîâàíèå Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ: àëüòåðíàòèâà

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ: àëüòåðíàòèâà

Êàê õðàíèòü ýòè ñëó÷àéíûå ÷èñëà?

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü map, unordered_map, ìàññèâ.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàêîé-íèáóäü äðóãîé õåø.

Íî ïðè ïëîõîì âûáîðå õåøà ìîæåò èñïîðòèòüñÿ

âåðîÿòíîñòü êîëëèçèè.

Åñëè èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìèàëüíûå õåøè è ñóììó ïî

ìîäóëþ âìåñòî xor-à, òî âåðîÿòíîñòü êîëëèçèè ìîæíî áóäåò

îöåíèòü àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñïîñîáó õåøèðîâàíèÿ.
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Õåøèðîâàíèå Õåøèðîâàíèå ìàññèâà: àëüòåðíàòèâà

Õåøèðîâàíèå ìàññèâà: àëüòåðíàòèâà

Òà æå èäåÿ (tabulation hashing), íî äëÿ ìàññèâà:

Ïðåäñòàâèì ìàññèâ êàê ìíîæåñòâî ïàð èç èíäåêñà

ýëåìåíòà è åãî çíà÷åíèÿ.

Ïóñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåìíîãî. Òîãäà âîçìîæíûõ

ïàð (èíäåêñ, çíà÷åíèå) òîæå íå î÷åíü ìíîãî.

Çàðàíåå ñîïîñòàâèì êàæäîé âîçìîæíîé ïàðå ñëó÷àéíîå

öåëîå ÷èñëî.

Ïðåèìóùåñòâà:

1. Î÷åíü áûñòðî ðàáîòàåò, åñëè ìàññèâû êîðîòêèå è ìîæíî

ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà çàðàíåå.

2. Ëåãêî ïîääåðæèâàòü õåø ïðè èçìåíåíèÿõ ìàññèâà.

3. Ëåãêî îöåíèòü âåðîÿòíîñòü êîëëèçèè, åñëè â ìàññèâå

õðàíÿòñÿ ñëó÷àéíûå ÷èñëà.

Íåäîñòàòîê� ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà:

h([0, 0])⊕ h([0, 1])⊕ h([1, 0])⊕ h([1, 1]) = 0.
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Õåøèðîâàíèå Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

Çàäà÷à:

Äàíà ñòðîêà äëèíû äî 105.

Ïðèõîäÿò çàïðîñû: íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé ïðåôèêñ

äâóõ ñóôôèêñîâ.

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñëó÷àéíûå ÷èñëà 11.02.2026 25 / 30



Õåøèðîâàíèå Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

Çàäà÷à:

Äàíà ñòðîêà äëèíû äî 105.

Ïðèõîäÿò çàïðîñû: íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé ïðåôèêñ

äâóõ ñóôôèêñîâ.

Ïîñòðîèì ñóôôèêñíîå äåðåâî?

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñëó÷àéíûå ÷èñëà 11.02.2026 25 / 30



Õåøèðîâàíèå Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

Çàäà÷à:

Äàíà ñòðîêà äëèíû äî 105.

Ïðèõîäÿò çàïðîñû: íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé ïðåôèêñ

äâóõ ñóôôèêñîâ.

Ïîñòðîèì ñóôôèêñíîå äåðåâî?

Ñ õåøàìè ïîäñòðîê ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü äâîè÷íûì

ïîèñêîì!
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Õåøèðîâàíèå Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

Çàäà÷à:

Äàíà ñòðîêà äëèíû äî 105.

Ïðèõîäÿò çàïðîñû: íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé ïðåôèêñ

äâóõ ñóôôèêñîâ.

Ïîñòðîèì ñóôôèêñíîå äåðåâî?

Ñ õåøàìè ïîäñòðîê ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü äâîè÷íûì

ïîèñêîì!

Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò âñòðåòèòüñÿ ïðè

èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ ñæàòèÿ, ïîõîæèõ íà LZ77 è

LZ78.
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Õåøèðîâàíèå Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

Çàäà÷à:

Äàíà ñòðîêà äëèíû äî 105.

Ïðèõîäÿò çàïðîñû: íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé ïðåôèêñ

äâóõ ñóôôèêñîâ.

Ïîñòðîèì ñóôôèêñíîå äåðåâî?

Ñ õåøàìè ïîäñòðîê ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü äâîè÷íûì

ïîèñêîì!

Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò âñòðåòèòüñÿ ïðè

èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ ñæàòèÿ, ïîõîæèõ íà LZ77 è

LZ78.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ïîìîùè òàêîé òåõíèêè ìîæíî,

íàïðèìåð, îòñîðòèðîâàòü âñå ñóôôèêñû ñòðîêè çà

O(n log2 n). Ýòî íå ñàìûé ýôôåêòèâíûé ñïîñîá� çàäà÷à

ìîæåò áûòü ðåøåíà çà O(n)�íî îäèí èç ñàìûõ ïðîñòûõ.
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Îíëàéí-àëãîðèòìû

Ñîäåðæàíèå

1 Ñëó÷àéíûå ÷èñëà

Ìîòèâèðóþùàÿ çàäà÷à

Íóæíûå ñâîéñòâà

Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð

Êîä

2 Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû

Çàäà÷à: áåñêîíå÷íûé ãðàô

Çàäà÷à: ìíîãî÷ëåí â ¾÷¼ðíîì ÿùèêå¿

Çàäà÷à: êîëüöåâîé ìàðøðóò

Çàäà÷à: ïðÿìîóãîëüíèê èç õàîñà

3 Õåøèðîâàíèå

Õåøèðîâàíèå ìàññèâà

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ

Õåøèðîâàíèå ìíîæåñòâ: àëüòåðíàòèâà

Õåøèðîâàíèå ìàññèâà: àëüòåðíàòèâà

Õåøè è äâîè÷íûé ïîèñê

4 Îíëàéí-àëãîðèòìû

Çàäà÷à: óãàäûâàíèå ÷èñëà

Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà
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Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: óãàäûâàíèå ÷èñëà

Çàäà÷à: óãàäûâàíèå ÷èñëà

Çàäà÷à:

Çàãàäàíî öåëîå ÷èñëî x îò 1 äî n.

Ìîæíî ñêàçàòü öåëîå ÷èñëî y è ïîëó÷èòü îòâåò: x < y èëè

x = y èëè x > y.

Êàê äîáèòüñÿ ðàâåíñòâà çà íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî

çàïðîñîâ?
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Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: óãàäûâàíèå ÷èñëà

Çàäà÷à: óãàäûâàíèå ÷èñëà

Çàäà÷à:

Çàãàäàíî öåëîå ÷èñëî x îò 1 äî n.

Ìîæíî ñêàçàòü öåëîå ÷èñëî y è ïîëó÷èòü îòâåò: x < y èëè

x = y èëè x > y.

Êàê äîáèòüñÿ ðàâåíñòâà çà íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî

çàïðîñîâ?

Ðåøåíèå: äâîè÷íûé ïîèñê.

Ñïðîñèì ïðî ñåðåäèíó îòðåçêà: ÷èñëî y = [n/2].

Åñëè ðàâåíñòâî íå äîñòèãíóòî, â çàâèñèìîñòè îò îòâåòà

ïåðåéä¼ì â îäíó èç ïîëîâèí.

Âñåãî çàïðîñîâ áóäåò íå áîëåå log2 n.
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Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à:

Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íåñêîëüêèõ ÷èñåë: ÷èñëî x

âñòðå÷àåòñÿ â íåé îäèí ðàç, à âñå îñòàëüíûå å¼ ýëåìåíòû�

ïî äâà ðàçà.

Íàéäèòå x.
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Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à:

Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íåñêîëüêèõ ÷èñåë: ÷èñëî x

âñòðå÷àåòñÿ â íåé îäèí ðàç, à âñå îñòàëüíûå å¼ ýëåìåíòû�

ïî äâà ðàçà.

Íàéäèòå x.

Ðåøåíèå:

Áóäåì ïîääåðæèâàòü äëÿ âñòðå÷åííûõ ÷èñåë êîëè÷åñòâî

âõîæäåíèé.

Ðàññìàòðèâàÿ î÷åðåäíîå ÷èñëî, óâåëè÷èì ñ÷¼ò÷èê íà

åäèíèöó.

Â êîíöå íàéä¼ì òî ÷èñëî, ó êîòîðîãî ñ÷¼ò÷èê ðàâåí

åäèíèöå.
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Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à:

Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íåñêîëüêèõ ÷èñåë: ÷èñëî x

âñòðå÷àåòñÿ â íåé îäèí ðàç, à âñå îñòàëüíûå å¼ ýëåìåíòû�

ïî äâà ðàçà.

Íàéäèòå x.

À åñëè íåëüçÿ çàâåñòè O(n) ïàìÿòè íà ñ÷¼ò÷èêè?
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Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à:

Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íåñêîëüêèõ ÷èñåë: ÷èñëî x

âñòðå÷àåòñÿ â íåé îäèí ðàç, à âñå îñòàëüíûå å¼ ýëåìåíòû�

ïî äâà ðàçà.

Íàéäèòå x.

À åñëè íåëüçÿ çàâåñòè O(n) ïàìÿòè íà ñ÷¼ò÷èêè?

Áóäåì ïîääåðæèâàòü xor âñåõ âñòðå÷åííûõ ÷èñåë.

Îïåðàöèÿ xor êîììóòàòèâíà, è a xor a = 0.

Çíà÷èò, â êîíöå ó íàñ ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè ÷èñëî x.
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Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à: îäèíîêîå ÷èñëî

Çàäà÷à:

Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íåñêîëüêèõ ÷èñåë: ÷èñëî x

âñòðå÷àåòñÿ â íåé îäèí ðàç, à âñå îñòàëüíûå å¼ ýëåìåíòû�

ïî äâà ðàçà.

Íàéäèòå x.

×òî, åñëè îäèíîêèõ ÷èñëà äâà, à íå îäíî?
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Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à:

Äàí ìàññèâ èç n ÷èñåë.

Îïåðàöèÿ� ñðàâíèòü äâà ÷èñëà.

Íóæíî íàéòè íàèìåíüøèå k ÷èñåë (k ãîðàçäî ìåíüøå n).
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Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à:

Äàí ìàññèâ èç n ÷èñåë.

Îïåðàöèÿ� ñðàâíèòü äâà ÷èñëà.

Íóæíî íàéòè íàèìåíüøèå k ÷èñåë (k ãîðàçäî ìåíüøå n).

Ðåøåíèå:

Îòñîðòèðóåì ìàññèâ èç n ÷èñåë çà O(n log n) îïåðàöèé.

Îòâåò� ïåðâûå k ÷èñåë.
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Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à:

Äàí ìàññèâ èç n ÷èñåë.

Îïåðàöèÿ� ñðàâíèòü äâà ÷èñëà.

Íóæíî íàéòè íàèìåíüøèå k ÷èñåë (k ãîðàçäî ìåíüøå n).

Òåïåðü õîòèì ñäåëàòü ìåíüøå O(n log n) îïåðàöèé.
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Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à:

Äàí ìàññèâ èç n ÷èñåë.

Îïåðàöèÿ� ñðàâíèòü äâà ÷èñëà.

Íóæíî íàéòè íàèìåíüøèå k ÷èñåë (k ãîðàçäî ìåíüøå n).

Òåïåðü õîòèì ñäåëàòü ìåíüøå O(n log n) îïåðàöèé.

Íà ïåðâûõ k ÷èñëàõ ïîñòðîèì è áóäåì ïîääåðæèâàòü

äâîè÷íóþ êó÷ó ñ ìàêñèìóìîì.

Ýòà êó÷à õðàíèò k íàèìåíüøèõ âñòðå÷åííûõ ýëåìåíòîâ.

Î÷åðåäíîé ýëåìåíò äîáàâëÿåòñÿ â êó÷ó, òîëüêî êîãäà îí

ñòðîãî ìåíüøå å¼ ìàêñèìóìà.

Äîáàâëåíèå â êó÷ó çàíèìàåò O(log k) îïåðàöèé.

Çíà÷èò, âñåãî áóäåò O(n log k) îïåðàöèé.
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Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à:

Äàí ìàññèâ èç n ÷èñåë.

Îïåðàöèÿ� ñðàâíèòü äâà ÷èñëà.

Íóæíî íàéòè íàèìåíüøèå k ÷èñåë (k ãîðàçäî ìåíüøå n).

Òåïåðü õîòèì ñäåëàòü äàæå ìåíüøå O(n log k) îïåðàöèé.
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Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à:

Äàí ìàññèâ èç n ÷èñåë.

Îïåðàöèÿ� ñðàâíèòü äâà ÷èñëà.

Íóæíî íàéòè íàèìåíüøèå k ÷èñåë (k ãîðàçäî ìåíüøå n).

Òåïåðü õîòèì ñäåëàòü äàæå ìåíüøå O(n log k) îïåðàöèé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû èñõîäíîãî ìàññèâà â

ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå!

Áóäåì òàê æå ïîääåðæèâàòü êó÷ó ñ ìàêñèìóìîì ðàçìåðà k.

Êàêîâî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ,

êîòîðûå ïîïàäóò â êó÷ó?
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Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à:

Äàí ìàññèâ èç n ÷èñåë.

Îïåðàöèÿ� ñðàâíèòü äâà ÷èñëà.

Íóæíî íàéòè íàèìåíüøèå k ÷èñåë (k ãîðàçäî ìåíüøå n).

Òåïåðü õîòèì ñäåëàòü äàæå ìåíüøå O(n log k) îïåðàöèé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû èñõîäíîãî ìàññèâà â

ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå!

Áóäåì òàê æå ïîääåðæèâàòü êó÷ó ñ ìàêñèìóìîì ðàçìåðà k.

Êàêîâî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ,
êîòîðûå ïîïàäóò â êó÷ó?

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêå äëèíû i

ïîñëåäíèé ýëåìåíò ìåíüøå âñåõ ïðåäûäóùèõ, ðàâíà 1/i.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêå äëèíû i

ïîñëåäíèé ýëåìåíò ñðåäè k íàèìåíüøèõ, ðàâíà k/i.

k/(k+1)+k/(k+2)+. . .+k/n ⩽ k·(1/1+1/2+. . .+1/n) ≈ k log n.

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñëó÷àéíûå ÷èñëà 11.02.2026 29 / 30



Îíëàéí-àëãîðèòìû Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à:

Äàí ìàññèâ èç n ÷èñåë.

Îïåðàöèÿ� ñðàâíèòü äâà ÷èñëà.

Íóæíî íàéòè íàèìåíüøèå k ÷èñåë (k ãîðàçäî ìåíüøå n).

Òåïåðü õîòèì ñäåëàòü äàæå ìåíüøå O(n log k) îïåðàöèé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû èñõîäíîãî ìàññèâà â

ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå!

Áóäåì òàê æå ïîääåðæèâàòü êó÷ó ñ ìàêñèìóìîì ðàçìåðà k.

Êàêîâî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ,

êîòîðûå ïîïàäóò â êó÷ó?

k/(k+1)+k/(k+2)+. . .+k/n ⩽ k·(1/1+1/2+. . .+1/n) ≈ k log n.

Äîáàâëåíèå â êó÷ó çàíèìàåò O(log k) îïåðàöèé.

Çíà÷èò, âñåãî áóäåò n+O(k log k log n) îïåðàöèé.
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Çàäà÷à: ÷àñòè÷íàÿ ñîðòèðîâêà

Çàäà÷à:

Äàí ìàññèâ èç n ÷èñåë.

Îïåðàöèÿ� ñðàâíèòü äâà ÷èñëà.

Íóæíî íàéòè íàèìåíüøèå k ÷èñåë (k ãîðàçäî ìåíüøå n).

Ìîæíî ëè ñäåëàòü ìåíüøå n+O(k log k log n) îïåðàöèé?
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Çàâåðøåíèå

Âîïðîñû?

Âîïðîñû?
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