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Ìàòðèöà ñìåæíîñòè

1 #include <iostream>

2 #include <vector>

3 using namespace std;

4

5 int const infinity = 0x3F3F3F3F;

6

7 int main () {

8 int n, m;

9 cin >> n >> m;

10 vector <vector <int> > a (n,

11 vector <int> (n, infinity));

12 for (int j = 0; j < m; j++) {

13 int u, v, w;

14 cin >> u >> v >> w;

15 u -= 1;
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17 a[u][v] = w;
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19 }

20 return 0;
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Ââåäåíèå Êîä

Ñïèñêè ñìåæíûõ ð¼áåð

1 #include <iostream>

2 #include <vector>

3 using namespace std;

4

5 struct Edge {int v; int w;};

6

7 int main () {

8 int n, m;

9 cin >> n >> m;

10 vector <vector <Edge> > adj (n);

11

12 for (int j = 0; j < m; j++) {

13 int u, v, w;

14 cin >> u >> v >> w;
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16 v -= 1;

17 adj[u].push_back ({v, w});
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19 }

20 return 0;
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Ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè Çàäà÷à

Çàäà÷à

Äàí âçâåøåííûé ãðàô (èëè îðãðàô).

Äëèíà ïóòè� ñóììà äëèí åãî ð¼áåð (èëè äóã).

Çàäà÷à 1: íàéäèòå êðàò÷àéøèé ïóòü îò âåðøèíû u äî

âåðøèíû v.
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Çàäà÷à 3: íàéäèòå êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè

âåðøèí.
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Èäåÿ

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: èäåÿ

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A, â êîòîðîé êëåòêà (u, v) ñîäåðæèò
äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç u â v.

Íà÷í¼ì ñ ìàòðèöû ñìåæíîñòè è áóäåì óëó÷øàòü å¼.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðøèíû ïî ïîðÿäêó.
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Èäåÿ

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: èäåÿ

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A, â êîòîðîé êëåòêà (u, v) ñîäåðæèò
äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç u â v.

Íà÷í¼ì ñ ìàòðèöû ñìåæíîñòè è áóäåì óëó÷øàòü å¼.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðøèíû ïî ïîðÿäêó.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû k = 1, 2, . . . ,n:

Ðàññìîòðèì êàæäóþ ïàðó âåðøèí (i, j).
Äëèíà ïóòè èç i â j íå áîëüøå Ai,j.
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: èäåÿ

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A, â êîòîðîé êëåòêà (u, v) ñîäåðæèò
äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç u â v.

Íà÷í¼ì ñ ìàòðèöû ñìåæíîñòè è áóäåì óëó÷øàòü å¼.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðøèíû ïî ïîðÿäêó.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû k = 1, 2, . . . ,n:

Ðàññìîòðèì êàæäóþ ïàðó âåðøèí (i, j).
Äëèíà ïóòè èç i â j íå áîëüøå Ai,j.

Ïîïðîáóåì ïðîéòè èç i â j ÷åðåç k: Ai,k + Ak,j.

Åñëè ýòîò ïóòü êîðî÷å, çàïèøåì Ai,j := Ai,k + Ak,j.
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Èäåÿ

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: èäåÿ

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A, â êîòîðîé êëåòêà (u, v) ñîäåðæèò
äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç u â v.

Íà÷í¼ì ñ ìàòðèöû ñìåæíîñòè è áóäåì óëó÷øàòü å¼.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðøèíû ïî ïîðÿäêó.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû k = 1, 2, . . . ,n:

Ðàññìîòðèì êàæäóþ ïàðó âåðøèí (i, j).
Äëèíà ïóòè èç i â j íå áîëüøå Ai,j.

Ïîïðîáóåì ïðîéòè èç i â j ÷åðåç k: Ai,k + Ak,j.

Åñëè ýòîò ïóòü êîðî÷å, çàïèøåì Ai,j := Ai,k + Ak,j.

Ïîñëå ýòîãî ìàòðèöà A ïîñòðîåíà.
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Êîä

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: êîä

1 for (int i = 0; i < n; i++)

2 a[i][i] = 0;

3

4

5

6

7

8 for (int k = 0; k < n; k++)

9 for (int i = 0; i < n; i++)

10 for (int j = 0; j < n; j++)

11 if (a[i][j] > a[i][k] + a[k][j])

12 a[i][j] = a[i][k] + a[k][j];

13

14

15

16 int x = 0, y = n - 1;

17 cout << a[x][y] << endl;

Ââîä:

9 11

1 2 3

1 4 5

2 7 8

2 4 1

4 6 3

4 7 5

5 8 9

7 9 5

5 6 1

7 8 7

1 5 9

Âûâîä:

14

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Âçâåøåííûå ãðàôû 10.12.2025 14 / 44



Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Êîä

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: êîä

1 vector <vector <int> > p (n, vector <int> (n));

2 for (int i = 0; i < n; i++) {

3 a[i][i] = 0;

4 for (int j = 0; j < n; j++)

5 p[i][j] = j;

6 }

7

8 for (int k = 0; k < n; k++)

9 for (int i = 0; i < n; i++)

10 for (int j = 0; j < n; j++)

11 if (a[i][j] > a[i][k] + a[k][j]) {

12 a[i][j] = a[i][k] + a[k][j];

13 p[i][j] = p[i][k];

14 }

15

16 int x = 0, y = n - 1;

17 cout << a[x][y] << endl;

18 while (x != y) {

19 cout << x + 1 << " ";

20 x = p[x][y];

21 }

22 cout << x + 1 << endl;

Ââîä:

9 11

1 2 3

1 4 5

2 7 8

2 4 1

4 6 3

4 7 5

5 8 9

7 9 5

5 6 1

7 8 7

1 5 9

Âûâîä:

14

1 2 4 7 9
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Ïðèìåð

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: ïðèìåð
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∞∞ ∞∞ 0 ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞

5 1 ∞∞ 0 ∞∞ 3 5 ∞∞ ∞∞

9 ∞∞ ∞∞ ∞∞ 0 1 ∞∞ 9 ∞∞

∞∞ ∞∞ ∞∞ 3 1 0 ∞∞ ∞∞ ∞∞

∞∞ 8 ∞∞ 5 ∞∞ ∞∞ 0 7 5

∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ 9 ∞∞ 7 0 ∞∞

∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ 5 ∞∞ 0

k = 0
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: ïðèìåð
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∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ 5 ∞∞ 0

k = 1
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k = 3
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k = 4
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k = 5
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: ïðèìåð
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k = 7
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k = 8
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: ïðèìåð
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k = 9
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Äîêàçàòåëüñòâî

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: äîêàçàòåëüñòâî

Êàê äîêàçàòü, ÷òî â ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöå êëåòêà (u, v)
ñîäåðæèò äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç u â v?
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Äîêàçàòåëüñòâî

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: äîêàçàòåëüñòâî

Êàê äîêàçàòü, ÷òî â ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöå êëåòêà (u, v)
ñîäåðæèò äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç u â v?

Èíäóêöèÿ ïî k:

Ïîñëå k èòåðàöèé êëåòêà (u, v) ñîäåðæèò êðàò÷àéøèé ïóòü

èç òåõ, â êîòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû èìåþò íîìåðà

îò 1 äî k.
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Äîêàçàòåëüñòâî

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: äîêàçàòåëüñòâî

Êàê äîêàçàòü, ÷òî â ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöå êëåòêà (u, v)
ñîäåðæèò äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç u â v?

Èíäóêöèÿ ïî k:

Ïîñëå k èòåðàöèé êëåòêà (u, v) ñîäåðæèò êðàò÷àéøèé ïóòü
èç òåõ, â êîòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû èìåþò íîìåðà
îò 1 äî k.

Áàçà: k = 0, â ìàòðèöå ðåáðî, ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí íåò.

Ïðåäïîëîæåíèå: ïîñëå k− 1 èòåðàöèè óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïåðåõîä: êðàò÷àéøèé ïóòü ñ âåðøèíàìè 1, 2, . . . , k ñîäåðæèò

k íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

Åñëè íå ñîäåðæèò k, îí óæå íàéäåí.

Åñëè ñîäåðæèò k, îí íàéä¼òñÿ êàê Au,k + Ak,v , âåäü ýòè ÷àñòè

ïóòè ñîñòîÿò èç âåðøèí ñ íîìåðàìè ñòðîãî ìåíüøå k.
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Àíàëèç

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü:

Âðåìÿ:

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Àíàëèç

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n2) (ìîæíî ïåðåèñïîëüçîâàòü ìàòðèöó

ñìåæíîñòè).

Âðåìÿ:

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n2) (ìîæíî ïåðåèñïîëüçîâàòü ìàòðèöó

ñìåæíîñòè).

Âðåìÿ: Θ(n3).

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n2) (ìîæíî ïåðåèñïîëüçîâàòü ìàòðèöó

ñìåæíîñòè).

Âðåìÿ: Θ(n3).

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü öèêëû îòðèöàòåëüíîé

äëèíû:
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n2) (ìîæíî ïåðåèñïîëüçîâàòü ìàòðèöó

ñìåæíîñòè).

Âðåìÿ: Θ(n3).

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü öèêëû îòðèöàòåëüíîé

äëèíû:

-1

-1

-1

-1

-1

1

2 3

4

1

2

3

4

1 2 3 4

0 -1 -1 -1

-1 0 -1 ∞∞

-1 -1 0 -1

-1 ∞∞ -1 0

k = 0
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n2) (ìîæíî ïåðåèñïîëüçîâàòü ìàòðèöó

ñìåæíîñòè).

Âðåìÿ: Θ(n3).

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü öèêëû îòðèöàòåëüíîé

äëèíû:

-1

-1

-1

-1

-1

1

2 3

4

1

2

3

4

1 2 3 4

0 -1 -1 -1

-1 -2 -2 -2

-1 -2 -2 -2

-1 -2 -2 -2

k = 1
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà Àíàëèç

Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n2) (ìîæíî ïåðåèñïîëüçîâàòü ìàòðèöó

ñìåæíîñòè).

Âðåìÿ: Θ(n3).

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü öèêëû îòðèöàòåëüíîé

äëèíû:

-1

-1

-1

-1

-1

1

2 3

4

1

2

3

4

1 2 3 4

-2 -3 -5 -5

-3 -4 -6 -6

-5 -6 -12-12

-5 -6 -12-12

k = 2
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n2) (ìîæíî ïåðåèñïîëüçîâàòü ìàòðèöó

ñìåæíîñòè).

Âðåìÿ: Θ(n3).

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü öèêëû îòðèöàòåëüíîé

äëèíû:

-1

-1

-1

-1

-1

1

2 3

4

1

2

3

4

1 2 3 4

-10-11-17-29

-11-12-18-30

-17-18-24-36

-29-30-36-72

k = 3
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Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n2) (ìîæíî ïåðåèñïîëüçîâàòü ìàòðèöó

ñìåæíîñòè).

Âðåìÿ: Θ(n3).

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü öèêëû îòðèöàòåëüíîé

äëèíû:

-1

-1

-1

-1

-1

1

2 3

4

1

2

3

4

1 2 3 4

-58-59-65-101

-59-60-66-102

-65-66-72-108

-101-102-108-144

k = 4
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Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà

Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèÿ

Çàäàíèå ãðàôà

Õðàíåíèå ãðàôà

Êîä

2 Ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè

Çàäà÷à

3 Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç
4 Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð 1

Ïðèìåð 2

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

5 Àëãîðèòì Äåéêñòðû

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

Êîä 2

6 Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî

Çàäà÷à

7 Àëãîðèòì Ïðèìà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

Ñðàâíåíèå êîäà

8 Àëãîðèòì Êðàñêàëà

Èäåÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
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Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà Èäåÿ

Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà: èäåÿ

Áóäåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ñ÷èòàòü d(v): êðàò÷àéøåå
ðàññòîÿíèå îò start äî v.

Íà÷í¼ì ñ d(start) = 0 è d(v ̸= start) = ∞.
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Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà Èäåÿ

Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà: èäåÿ

Áóäåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ñ÷èòàòü d(v): êðàò÷àéøåå
ðàññòîÿíèå îò start äî v.

Íà÷í¼ì ñ d(start) = 0 è d(v ̸= start) = ∞.

Ñäåëàåì n− 1 îäèíàêîâûõ øàãîâ:

Ðàññìîòðèì êàæäîå ðåáðî (äóãó) (u, v) âåñà w.

Ðåëàêñèðóåì åãî: d(v) := min(d(v),d(u) + w).
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Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà Èäåÿ

Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà: èäåÿ

Áóäåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ñ÷èòàòü d(v): êðàò÷àéøåå
ðàññòîÿíèå îò start äî v.

Íà÷í¼ì ñ d(start) = 0 è d(v ̸= start) = ∞.

Ñäåëàåì n− 1 îäèíàêîâûõ øàãîâ:

Ðàññìîòðèì êàæäîå ðåáðî (äóãó) (u, v) âåñà w.

Ðåëàêñèðóåì åãî: d(v) := min(d(v),d(u) + w).

Ïîñëå ýòîãî â d ïîñ÷èòàíû êðàò÷àéøèå ðàññòîÿíèÿ.

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Âçâåøåííûå ãðàôû 10.12.2025 19 / 44



Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà Êîä

Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà: êîä

1 vector <int> d (n, infinity);

2

3 d[0] = 0;

4 for (int k = 0; k < n - 1; k++) {

5 for (int u = 0; u < n; u++)

6 for (auto e : adj[u])

7 if (d[e.v] > d[u] + e.w)

8 d[e.v] = d[u] + e.w;

9 }

10

11

12

13 int y = n - 1;

14 cout << d[y] << endl;

Ââîä:

9 11

1 2 3

1 4 5

2 7 8

2 4 1

4 6 3

4 7 5

5 8 9

7 9 5

5 6 1

7 8 7

1 5 9

Âûâîä:

14
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Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà Êîä

Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà: êîä

1 vector <int> d (n, infinity);

2 vector <int> p (n, infinity);

3 d[0] = 0;

4 for (int k = 0; k < n - 1; k++) {

5 for (int u = 0; u < n; u++)

6 for (auto e : adj[u])

7 if (d[e.v] > d[u] + e.w) {

8 d[e.v] = d[u] + e.w;

9 p[e.v] = u;

10 }

11 }

12

13 int x = 0, y = n - 1;

14 cout << d[y] << endl;

15 vector <int> path;

16 while (x != y) {

17 y = p[y];

18 path.push_back (y + 1);

19 }

20 copy (path.rbegin (), path.rend (),

21 ostream_iterator <int> (cout, " "));

22 cout << n << endl;

Ââîä:

9 11

1 2 3

1 4 5

2 7 8

2 4 1

4 6 3

4 7 5

5 8 9

7 9 5

5 6 1

7 8 7

1 5 9

Âûâîä:

14

1 2 4 7 9
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Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà Ïðèìåð 1

Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà: ïðèìåð 1
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k = 0
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Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n).
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Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n).

Âðåìÿ: Θ(mn).

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû âî âñå
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Íî ïîìîãàåò èõ îáíàðóæèòü, åñëè ñäåëàòü åù¼ èòåðàöèþ!
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû

Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèÿ

Çàäàíèå ãðàôà

Õðàíåíèå ãðàôà

Êîä

2 Ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè

Çàäà÷à

3 Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç
4 Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð 1

Ïðèìåð 2

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

5 Àëãîðèòì Äåéêñòðû

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

Êîä 2
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Çàäà÷à

7 Àëãîðèòì Ïðèìà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

Ñðàâíåíèå êîäà

8 Àëãîðèòì Êðàñêàëà

Èäåÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Èäåÿ

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: èäåÿ

Áóäåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ñ÷èòàòü d(v): êðàò÷àéøåå
ðàññòîÿíèå îò start äî v.

Òàêæå áóäåì ñòðîèòü äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé.

Íà÷í¼ì ñ d(start) = 0 è d(v ̸= start) = ∞.

À â äåðåâî èçíà÷àëüíî äîáàâèì îäíó âåðøèíó start.
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Íà÷í¼ì ñ d(start) = 0 è d(v ̸= start) = ∞.

À â äåðåâî èçíà÷àëüíî äîáàâèì îäíó âåðøèíó start.

Ñäåëàåì íå áîëåå n− 1 ñëåäóþùèõ øàãîâ:

Èç òîëüêî ÷òî äîáàâëåííîé âåðøèíû u ðàññìîòðèì êàæäóþ

äóãó (u, v) âåñà w è ðåëàêñèðóåì å¼:

d(v) := min(d(v),d(u) + w).
Èçî âñåõ âåðøèí âíå äåðåâà âûáåðåì äëÿ äîáàâëåíèÿ òó,

ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé ìèíèìàëüíî.

Åñëè òàêèõ âåðøèí íå îñòàëîñü, çàâåðøèì ðàáîòó.

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Âçâåøåííûå ãðàôû 10.12.2025 26 / 44



Àëãîðèòì Äåéêñòðû Èäåÿ

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: èäåÿ

Áóäåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ñ÷èòàòü d(v): êðàò÷àéøåå
ðàññòîÿíèå îò start äî v.

Òàêæå áóäåì ñòðîèòü äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé.
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Ñäåëàåì íå áîëåå n− 1 ñëåäóþùèõ øàãîâ:

Èç òîëüêî ÷òî äîáàâëåííîé âåðøèíû u ðàññìîòðèì êàæäóþ
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Èçî âñåõ âåðøèí âíå äåðåâà âûáåðåì äëÿ äîáàâëåíèÿ òó,

ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé ìèíèìàëüíî.

Åñëè òàêèõ âåðøèí íå îñòàëîñü, çàâåðøèì ðàáîòó.

Ïîñëå ýòîãî â d ïîñ÷èòàíû êðàò÷àéøèå ðàññòîÿíèÿ, à â

äåðåâî äîáàâëåíû âñå äîñòèæèìûå âåðøèíû.
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Êîä

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: êîä

1 vector <int> d (n, infinity);

2

3 vector <bool> vis (n);

4 int u = 0;

5 d[u] = 0;

6 while (u != -1) {

7 vis[u] = true;

8 for (auto e : adj[u])

9 if (d[e.v] > d[u] + e.w)

10 d[e.v] = d[u] + e.w;

11

12

13 u = -1;

14 for (int v = 0; v < n; v++)

15 if (!vis[v])

16 if (u == -1 || d[u] > d[v])

17 u = v;

18 }

19

20 int y = n - 1;

21 cout << d[y] << endl;

Ââîä:

9 11

1 2 3

1 4 5

2 7 8

2 4 1

4 6 3

4 7 5

5 8 9

7 9 5

5 6 1

7 8 7

1 5 9

Âûâîä:

14

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Âçâåøåííûå ãðàôû 10.12.2025 27 / 44



Àëãîðèòì Äåéêñòðû Êîä

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: êîä

1 vector <int> d (n, infinity);

2 vector <int> p (n, infinity);

3 vector <bool> vis (n);

4 int u = 0;

5 d[u] = 0;

6 while (u != -1) {

7 vis[u] = true;

8 for (auto e : adj[u])

9 if (d[e.v] > d[u] + e.w) {

10 d[e.v] = d[u] + e.w;

11 p[e.v] = u;

12 }

13 u = -1;

14 for (int v = 0; v < n; v++)

15 if (!vis[v])

16 if (u == -1 || d[u] > d[v])

17 u = v;

18 }

19

20 int x = 0, y = n - 1;

21 cout << d[y] << endl;

22 /* ... */

Ââîä:

9 11

1 2 3

1 4 5

2 7 8

2 4 1

4 6 3

4 7 5

5 8 9

7 9 5

5 6 1

7 8 7

1 5 9

Âûâîä:

14

1 2 4 7 9
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Ïðèìåð

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: ïðèìåð
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Äîêàçàòåëüñòâî

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: äîêàçàòåëüñòâî

Êàê äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ â d ÷èñëà� êðàò÷àéøèå

ðàññòîÿíèÿ?

Àëãîðèòìó íóæíî, ÷òîáû ð¼áðà áûëè íåîòðèöàòåëüíû.
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Äîêàçàòåëüñòâî

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: äîêàçàòåëüñòâî

Êàê äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ â d ÷èñëà� êðàò÷àéøèå

ðàññòîÿíèÿ?

Àëãîðèòìó íóæíî, ÷òîáû ð¼áðà áûëè íåîòðèöàòåëüíû.

Íà êàæäîì øàãå ìû äîáàâëÿåì â äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé

áëèæàéøóþ ê ñòàðòó âåðøèíó èç îñòàâøèõñÿ.

Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü ðàññòîÿíèå äî ýòîé âåðøèíû ðàâíî

x, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîòîì ñìîæåì íàéòè äî ýòîé

âåðøèíû áîëåå êîðîòêèé ïóòü p.
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Äîêàçàòåëüñòâî

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: äîêàçàòåëüñòâî

Êàê äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ â d ÷èñëà� êðàò÷àéøèå

ðàññòîÿíèÿ?

Àëãîðèòìó íóæíî, ÷òîáû ð¼áðà áûëè íåîòðèöàòåëüíû.

Íà êàæäîì øàãå ìû äîáàâëÿåì â äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé

áëèæàéøóþ ê ñòàðòó âåðøèíó èç îñòàâøèõñÿ.

Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü ðàññòîÿíèå äî ýòîé âåðøèíû ðàâíî

x, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîòîì ñìîæåì íàéòè äî ýòîé

âåðøèíû áîëåå êîðîòêèé ïóòü p.

Ðàññìîòðèì äåðåâî íà ýòîì øàãå.

Ïóòü p êîãäà-òî âûõîäèò èç ýòîãî äåðåâà.

Â ýòîò ìîìåíò äëèíà p íå ìåíüøå, ÷åì x: âåäü ýòî

áëèæàéøàÿ èç âåðøèí âíå äåðåâà.

Âñå ñëåäóþùèå ð¼áðà â ïóòè p íåîòðèöàòåëüíû.
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ðàññòîÿíèÿ?

Àëãîðèòìó íóæíî, ÷òîáû ð¼áðà áûëè íåîòðèöàòåëüíû.

Íà êàæäîì øàãå ìû äîáàâëÿåì â äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé

áëèæàéøóþ ê ñòàðòó âåðøèíó èç îñòàâøèõñÿ.

Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü ðàññòîÿíèå äî ýòîé âåðøèíû ðàâíî

x, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîòîì ñìîæåì íàéòè äî ýòîé

âåðøèíû áîëåå êîðîòêèé ïóòü p.

Ðàññìîòðèì äåðåâî íà ýòîì øàãå.

Ïóòü p êîãäà-òî âûõîäèò èç ýòîãî äåðåâà.

Â ýòîò ìîìåíò äëèíà p íå ìåíüøå, ÷åì x: âåäü ýòî

áëèæàéøàÿ èç âåðøèí âíå äåðåâà.

Âñå ñëåäóþùèå ð¼áðà â ïóòè p íåîòðèöàòåëüíû.

Çíà÷èò, îáùàÿ äëèíà p íå ìåíüøå x�ïðîòèâîðå÷èå!
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Àíàëèç

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü:

Âðåìÿ:

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû âî âñå

îñòàëüíûå.
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Àíàëèç

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n).

Âðåìÿ:

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû âî âñå

îñòàëüíûå.
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n).

Âðåìÿ: ïîêà ÷òî O(n2)...

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû âî âñå

îñòàëüíûå.
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Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû âî âñå

îñòàëüíûå.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü ð¼áðà îòðèöàòåëüíîé

äëèíû.
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Ïàìÿòü: Θ(n).

Âðåìÿ: ïîêà ÷òî O(n2)...

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû âî âñå

îñòàëüíûå.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü ð¼áðà îòðèöàòåëüíîé

äëèíû.
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step 1
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Àíàëèç

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n).

Âðåìÿ: ïîêà ÷òî O(n2)...

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû âî âñå

îñòàëüíûå.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü ð¼áðà îòðèöàòåëüíîé

äëèíû.
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step 2
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Àíàëèç

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n).

Âðåìÿ: ïîêà ÷òî O(n2)...

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû âî âñå

îñòàëüíûå.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü ð¼áðà îòðèöàòåëüíîé

äëèíû.
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Àíàëèç

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n).

Âðåìÿ: ïîêà ÷òî O(n2)...

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû âî âñå

îñòàëüíûå.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü ð¼áðà îòðèöàòåëüíîé

äëèíû.
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step 4
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Àíàëèç

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n).

Âðåìÿ: ïîêà ÷òî O(n2)...

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû âî âñå

îñòàëüíûå.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü ð¼áðà îòðèöàòåëüíîé

äëèíû.
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step 5
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Àíàëèç

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n).

Âðåìÿ: ïîêà ÷òî O(n2)...

Íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû âî âñå

îñòàëüíûå.

Íå ðàáîòàåò, åñëè â ãðàôå åñòü ð¼áðà îòðèöàòåëüíîé

äëèíû.

Äàâàéòå óñêîðèì äî O(m log n).
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Êîä 2

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: êîä 2

1 vector <int> d (n, infinity);

2

3 vector <bool> vis (n);

4 int u = 0;

5 d[u] = 0;

6 while (u != -1) {

7 vis[u] = true;

8 for (auto e : adj[u])

9 if (d[e.v] > d[u] + e.w)

10 d[e.v] = d[u] + e.w;

11

12

13 u = -1;

14 for (int v = 0; v < n; v++)

15 if (!vis[v])

16 if (u == -1 || d[u] > d[v])

17 u = v;

18 }

19

20 int y = n - 1;

21 cout << d[y] << endl;

Ââîä:

9 11

1 2 3

1 4 5

2 7 8

2 4 1

4 6 3

4 7 5

5 8 9

7 9 5

5 6 1

7 8 7

1 5 9

Âûâîä:

14
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû Êîä 2

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: êîä 2

1 vector <int> d (n, infinity);

2 vector <bool> vis (n);

3 set <pair <int, int> > s;

4 int x = 0;

5 d[x] = 0;

6 s.insert ({d[x], x});

7 while (!s.empty ()) {

8 auto u = s.begin () -> second;

9 s.erase (s.begin ());

10 vis[u] = true;

11 for (auto e : adj[u])

12 if (!vis[e.v])

13 if (d[e.v] > d[u] + e.w) {

14 s.erase ({d[e.v], e.v});

15 d[e.v] = d[u] + e.w;

16 s.insert ({d[e.v], e.v});

17 }

18 }

19

20 int y = n - 1;

21 cout << d[y] << endl;

Ââîä:

9 11

1 2 3

1 4 5

2 7 8

2 4 1

4 6 3

4 7 5

5 8 9

7 9 5

5 6 1

7 8 7

1 5 9

Âûâîä:

14

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Âçâåøåííûå ãðàôû 10.12.2025 31 / 44



Àëãîðèòì Äåéêñòðû Êîä 2

Àëãîðèòì Äåéêñòðû: êîä 2

1 vector <int> d (n, infinity);

2 vector <bool> vis (n);

3 priority_queue <pair <int, int> > pq;

4 int x = 0;

5 d[x] = 0;

6 pq.push ({-d[x], x});

7 while (!pq.empty ()) {

8 auto u = pq.top ().second;

9 pq.pop ();

10 if (vis[u])

11 continue;

12 vis[u] = true;

13 for (auto e : adj[u])

14 if (!vis[e.v])

15 if (d[e.v] > d[u] + e.w) {

16 d[e.v] = d[u] + e.w;

17 pq.push ({-d[e.v], e.v});

18 }

19 }

20

21 int y = n - 1;

22 cout << d[y] << endl;

Ââîä:

9 11

1 2 3

1 4 5

2 7 8

2 4 1

4 6 3

4 7 5

5 8 9

7 9 5

5 6 1

7 8 7

1 5 9

Âûâîä:

14
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Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî

Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèÿ

Çàäàíèå ãðàôà

Õðàíåíèå ãðàôà

Êîä

2 Ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè

Çàäà÷à

3 Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç
4 Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð 1

Ïðèìåð 2

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

5 Àëãîðèòì Äåéêñòðû

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

Êîä 2

6 Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî

Çàäà÷à

7 Àëãîðèòì Ïðèìà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

Ñðàâíåíèå êîäà

8 Àëãîðèòì Êðàñêàëà

Èäåÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
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Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî Çàäà÷à

Çàäà÷à

Äàí ñâÿçíûé âçâåøåííûé ãðàô.

Ìû õîòèì âûáðàòü íåêîòîðûå ð¼áðà ãðàôà:

ð¼áðà äîëæíû ñîñòàâëÿòü äåðåâî,

ýòî äåðåâî äîëæíî ñîäåðæàòü âñå âåðøèíû ãðàôà,

ñóììàðíàÿ äëèíà ýòèõ ð¼áåð äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíà.
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Àëãîðèòì Ïðèìà

Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèÿ

Çàäàíèå ãðàôà

Õðàíåíèå ãðàôà

Êîä

2 Ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè

Çàäà÷à

3 Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç
4 Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð 1

Ïðèìåð 2

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

5 Àëãîðèòì Äåéêñòðû

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

Êîä 2

6 Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî

Çàäà÷à

7 Àëãîðèòì Ïðèìà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

Ñðàâíåíèå êîäà

8 Àëãîðèòì Êðàñêàëà

Èäåÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
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Àëãîðèòì Ïðèìà Èäåÿ

Àëãîðèòì Ïðèìà: èäåÿ

Áóäåì ñòðîèòü äåðåâî, íà÷èíàÿ ñ îäíîé ëþáîé âåðøèíû.

Áóäåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v âíå äåðåâà ïîääåðæèâàòü

d(v): êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò v äî êàêîé-ëèáî âåðøèíû

äåðåâà.

À òàêæå p(v) íîìåð ýòîé âåðøèíû äåðåâà.
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Àëãîðèòì Ïðèìà Èäåÿ

Àëãîðèòì Ïðèìà: èäåÿ

Áóäåì ñòðîèòü äåðåâî, íà÷èíàÿ ñ îäíîé ëþáîé âåðøèíû.

Áóäåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v âíå äåðåâà ïîääåðæèâàòü

d(v): êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò v äî êàêîé-ëèáî âåðøèíû

äåðåâà.

À òàêæå p(v) íîìåð ýòîé âåðøèíû äåðåâà.

Ñäåëàåì ðîâíî n− 1 ñëåäóþùèõ øàãîâ:

Èç òîëüêî ÷òî äîáàâëåííîé â äåðåâî âåðøèíû u ðàññìîòðèì

êàæäîå ðåáðî (u, v) âåñà w è ðåëàêñèðóåì å¼:

Åñëè d(v) > w, òî çàìåíèì d(v) íà w è p(v) íà u.

Èçî âñåõ âåðøèí âíå äåðåâà âûáåðåì äëÿ äîáàâëåíèÿ òó,

ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé ìèíèìàëüíî.

Åñëè òàêèõ âåðøèí íå îñòàëîñü, çàâåðøèì ðàáîòó.
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Àëãîðèòì Ïðèìà Èäåÿ

Àëãîðèòì Ïðèìà: èäåÿ

Áóäåì ñòðîèòü äåðåâî, íà÷èíàÿ ñ îäíîé ëþáîé âåðøèíû.

Áóäåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v âíå äåðåâà ïîääåðæèâàòü

d(v): êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò v äî êàêîé-ëèáî âåðøèíû

äåðåâà.

À òàêæå p(v) íîìåð ýòîé âåðøèíû äåðåâà.

Ñäåëàåì ðîâíî n− 1 ñëåäóþùèõ øàãîâ:

Èç òîëüêî ÷òî äîáàâëåííîé â äåðåâî âåðøèíû u ðàññìîòðèì

êàæäîå ðåáðî (u, v) âåñà w è ðåëàêñèðóåì å¼:

Åñëè d(v) > w, òî çàìåíèì d(v) íà w è p(v) íà u.

Èçî âñåõ âåðøèí âíå äåðåâà âûáåðåì äëÿ äîáàâëåíèÿ òó,

ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé ìèíèìàëüíî.

Åñëè òàêèõ âåðøèí íå îñòàëîñü, çàâåðøèì ðàáîòó.

Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî� ýòî ð¼áðà (v, p(v)) äëÿ
âñåõ v, êðîìå ñàìîé ïåðâîé âåðøèíû.
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Àëãîðèòì Ïðèìà Êîä

Àëãîðèòì Ïðèìà: êîä

1 vector <int> d (n, infinity);

2

3 vector <bool> vis (n);

4 int u = 0;

5 d[u] = 0;

6 int res = 0;

7 while (u != -1) {

8 res += d[u];

9 vis[u] = true;

10 for (auto e : adj[u])

11 if (d[e.v] > e.w)

12 d[e.v] = e.w;

13 u = -1;

14 for (int v = 0; v < n; v++)

15 if (!vis[v])

16 if (u == -1 || d[u] > d[v])

17 u = v;

18 }

19 cout << res << endl;

Ââîä:

9 12

1 2 3

1 4 5

2 7 8

2 4 1

4 6 3

4 7 5

5 8 9

7 9 5

6 5 1

7 8 7

1 5 9

5 3 2

Âûâîä:

27
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Àëãîðèòì Ïðèìà Êîä

Àëãîðèòì Ïðèìà: êîä

1 vector <int> d (n, infinity);

2 vector <int> p (n, infinity);

3 vector <bool> vis (n);

4 int u = 0;

5 d[u] = 0;

6 int res = 0;

7 while (u != -1) {

8 if (u != 0)

9 cout << u + 1 << " " <<

10 p[u] + 1 << " " << d[u] << endl;

11 res += d[u];

12 vis[u] = true;

13 for (auto e : adj[u])

14 if (d[e.v] > e.w) {

15 d[e.v] = e.w;

16 p[e.v] = u;

17 }

18 u = -1;

19 for (int v = 0; v < n; v++)

20 if (!vis[v])

21 if (u == -1 || d[u] > d[v])

22 u = v;

23 }

24 cout << res << endl;

Ââîä:

9 12

1 2 3

1 4 5

2 7 8

2 4 1

4 6 3

4 7 5

5 8 9

7 9 5

6 5 1

7 8 7

1 5 9

5 3 2

Âûâîä:

2 1 3

4 2 1

6 4 3

5 6 1

3 5 2

7 4 5

9 7 5

8 7 7

27
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Àëãîðèòì Ïðèìà Ïðèìåð

Àëãîðèòì Ïðèìà: ïðèìåð
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Àëãîðèòì Ïðèìà Ïðèìåð

Àëãîðèòì Ïðèìà: ïðèìåð
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Àëãîðèòì Ïðèìà Ïðèìåð

Àëãîðèòì Ïðèìà: ïðèìåð
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Àëãîðèòì Ïðèìà Ïðèìåð

Àëãîðèòì Ïðèìà: ïðèìåð
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Àëãîðèòì Ïðèìà: äîêàçàòåëüñòâî

Êàê äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ îñòîâíîå äåðåâî�

ìèíèìàëüíîå?
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Êàê äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ îñòîâíîå äåðåâî�

ìèíèìàëüíîå?

Ïóñòü ïðàâèëüíûé îòâåò�ìèíèìàëüíîå äåðåâî T .

Ðàññìîòðèì ïåðâûé øàã, íà êîòîðîì ìû âçÿëè ðåáðî (u, v),
êîòîðîãî íåò â T .
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Êàê äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ îñòîâíîå äåðåâî�

ìèíèìàëüíîå?

Ïóñòü ïðàâèëüíûé îòâåò�ìèíèìàëüíîå äåðåâî T .

Ðàññìîòðèì ïåðâûé øàã, íà êîòîðîì ìû âçÿëè ðåáðî (u, v),
êîòîðîãî íåò â T .

Äîáàâèì åãî ê äåðåâó T , ïîëó÷èòñÿ öèêë.

Ïîñìîòðèì íà äåðåâî S, êîòîðîå ìû ïîñòðîèëè ê ýòîìó

ìîìåíòó.

Â öèêëå åñòü ðåáðî (u, v), êîòîðîå ïåðåñåêàåò ãðàíèöó S.

Çíà÷èò, â öèêëå åñòü äðóãîå ðåáðî (u′, v′), êîòîðîå òàêæå

ïåðåñåêàåò ãðàíèöó S.

Ðàññìîòðèì äåðåâî T ñ äîáàâëåííûì (u, v) è óäàë¼ííûì

(u′, v′).
Ýòî òîæå îñòîâíîå äåðåâî, è åãî âåñ íå áîëüøå âåñà T , òàê

êàê âåñ (u, v) ìèíèìàëüíûé ñðåäè âñåõ ð¼áåð,

ïåðåñåêàþùèõ ãðàíèöó S.
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Ïóñòü ïðàâèëüíûé îòâåò�ìèíèìàëüíîå äåðåâî T .

Ðàññìîòðèì ïåðâûé øàã, íà êîòîðîì ìû âçÿëè ðåáðî (u, v),
êîòîðîãî íåò â T .

Äîáàâèì åãî ê äåðåâó T , ïîëó÷èòñÿ öèêë.

Ïîñìîòðèì íà äåðåâî S, êîòîðîå ìû ïîñòðîèëè ê ýòîìó

ìîìåíòó.

Â öèêëå åñòü ðåáðî (u, v), êîòîðîå ïåðåñåêàåò ãðàíèöó S.

Çíà÷èò, â öèêëå åñòü äðóãîå ðåáðî (u′, v′), êîòîðîå òàêæå

ïåðåñåêàåò ãðàíèöó S.

Ðàññìîòðèì äåðåâî T ñ äîáàâëåííûì (u, v) è óäàë¼ííûì

(u′, v′).
Ýòî òîæå îñòîâíîå äåðåâî, è åãî âåñ íå áîëüøå âåñà T , òàê

êàê âåñ (u, v) ìèíèìàëüíûé ñðåäè âñåõ ð¼áåð,

ïåðåñåêàþùèõ ãðàíèöó S.

Çàìåíÿÿ òàê ð¼áðà, ïîëó÷àåì, ÷òî íàøå äåðåâî íå õóæå T .
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Àëãîðèòì Ïðèìà Àíàëèç

Àëãîðèòì Ïðèìà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü:

Âðåìÿ:

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Âçâåøåííûå ãðàôû 10.12.2025 39 / 44



Àëãîðèòì Ïðèìà Àíàëèç

Àëãîðèòì Ïðèìà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n).

Âðåìÿ:
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Àëãîðèòì Ïðèìà Àíàëèç

Àëãîðèòì Ïðèìà: àíàëèç

Ñêîëüêî âðåìåíè è ïàìÿòè òðåáóåòñÿ àëãîðèòìó?

Ïàìÿòü: Θ(n).

Âðåìÿ: O(n2), ìîæíî óñêîðèòü äî O(m log n).
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Àëãîðèòì Ïðèìà Ñðàâíåíèå êîäà

Äåéêñòðà è Ïðèì: ñðàâíåíèå êîäà

1 vector <int> d (n, infinity);

2

3 vector <bool> vis (n);

4 int u = 0;

5 d[u] = 0;

6 while (u != -1) {

7 vis[u] = true;

8 for (auto e : adj[u])

9 if (d[e.v] > d[u] + e.w)

10 d[e.v] = d[u] + e.w;

11

12

13 u = -1;

14 for (int v = 0; v < n; v++)

15 if (!vis[v])

16 if (u == -1 || d[u] > d[v])

17 u = v;

18 }

19

20 int y = n - 1;

21 cout << d[y] << endl;
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Àëãîðèòì Ïðèìà Ñðàâíåíèå êîäà

Äåéêñòðà è Ïðèì: ñðàâíåíèå êîäà

1 vector <int> d (n, infinity);

2

3 vector <bool> vis (n);

4 int u = 0;

5 d[u] = 0;

6 int res = 0;

7 while (u != -1) {

8 res += d[u];

9 vis[u] = true;

10 for (auto e : adj[u])

11 if (d[e.v] > e.w)

12 d[e.v] = e.w;

13 u = -1;

14 for (int v = 0; v < n; v++)

15 if (!vis[v])

16 if (u == -1 || d[u] > d[v])

17 u = v;

18 }

19 cout << res << endl;
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Àëãîðèòì Êðàñêàëà

Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèÿ

Çàäàíèå ãðàôà

Õðàíåíèå ãðàôà

Êîä

2 Ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè

Çàäà÷à

3 Àëãîðèòì Ôëîéäà�Óîðøîëëà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç
4 Àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð 1

Ïðèìåð 2

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

5 Àëãîðèòì Äåéêñòðû

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

Êîä 2

6 Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî

Çàäà÷à

7 Àëãîðèòì Ïðèìà

Èäåÿ

Êîä

Ïðèìåð

Äîêàçàòåëüñòâî

Àíàëèç

Ñðàâíåíèå êîäà

8 Àëãîðèòì Êðàñêàëà

Èäåÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
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Àëãîðèòì Êðàñêàëà Èäåÿ

Àëãîðèòì Êðàñêàëà: èäåÿ

Áóäåì ñòðîèòü äåðåâî, íà÷èíàÿ ñ ãðàôà èç n âåðøèí è 0

ð¼áåð.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ð¼áðà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âåñà.

È áóäåì ïîääåðæèâàòü êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â ãðàôå.
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Áóäåì ñòðîèòü äåðåâî, íà÷èíàÿ ñ ãðàôà èç n âåðøèí è 0

ð¼áåð.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ð¼áðà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âåñà.

È áóäåì ïîääåðæèâàòü êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â ãðàôå.

Åñëè î÷åðåäíîå ðåáðî ñîåäèíÿåò ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè, äîáàâèì åãî â äåðåâî è îáúåäèíèì êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè.

Åñëè î÷åðåäíîå ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíû èç îäíîé

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ïðîïóñòèì ýòî ðåáðî.
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Àëãîðèòì Êðàñêàëà: èäåÿ

Áóäåì ñòðîèòü äåðåâî, íà÷èíàÿ ñ ãðàôà èç n âåðøèí è 0

ð¼áåð.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ð¼áðà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âåñà.

È áóäåì ïîääåðæèâàòü êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â ãðàôå.

Åñëè î÷åðåäíîå ðåáðî ñîåäèíÿåò ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè, äîáàâèì åãî â äåðåâî è îáúåäèíèì êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè.

Åñëè î÷åðåäíîå ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíû èç îäíîé

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ïðîïóñòèì ýòî ðåáðî.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü êîäà� ñèñòåìà íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ìíîæåñòâ ñ ïðîøëîãî çàíÿòèÿ.
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Àëãîðèòì Êðàñêàëà Äîêàçàòåëüñòâî

Àëãîðèòì Êðàñêàëà: äîêàçàòåëüñòâî

Êàê äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ îñòîâíîå äåðåâî�

ìèíèìàëüíîå?
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Àëãîðèòì Êðàñêàëà: äîêàçàòåëüñòâî

Êàê äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ îñòîâíîå äåðåâî�

ìèíèìàëüíîå?

Ïóñòü ïðàâèëüíûé îòâåò�ìèíèìàëüíîå äåðåâî T .

Ðàññìîòðèì ïåðâûé øàã, íà êîòîðîì ìû âçÿëè ðåáðî (u, v),
êîòîðîãî íåò â T .
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Ðàññìîòðèì ïåðâûé øàã, íà êîòîðîì ìû âçÿëè ðåáðî (u, v),
êîòîðîãî íåò â T .

Äîáàâèì åãî ê äåðåâó T , ïîëó÷èòñÿ öèêë.

Ïîñêîëüêó â íàøåì ðåøåíèè u è v ëåæàò â ðàçíûõ

êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè, â ýòîì öèêëå åñòü äðóãîå ðåáðî

(u′, v′), êîòîðîå ìû åù¼ íå ðàññìîòðåëè.

Ðàññìîòðèì äåðåâî T ñ äîáàâëåííûì (u, v) è óäàë¼ííûì

(u′, v′).
Ýòî òîæå îñòîâíîå äåðåâî, è åãî âåñ íå áîëüøå âåñà T , òàê

êàê âåñ (u, v) íå áîëüøå âåñà ëþáîãî äðóãîãî ðåáðà, êîòîðîå

ìû ðàññìîòðèì ïîçæå.
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Êàê äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ îñòîâíîå äåðåâî�

ìèíèìàëüíîå?

Ïóñòü ïðàâèëüíûé îòâåò�ìèíèìàëüíîå äåðåâî T .

Ðàññìîòðèì ïåðâûé øàã, íà êîòîðîì ìû âçÿëè ðåáðî (u, v),
êîòîðîãî íåò â T .

Äîáàâèì åãî ê äåðåâó T , ïîëó÷èòñÿ öèêë.

Ïîñêîëüêó â íàøåì ðåøåíèè u è v ëåæàò â ðàçíûõ

êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè, â ýòîì öèêëå åñòü äðóãîå ðåáðî

(u′, v′), êîòîðîå ìû åù¼ íå ðàññìîòðåëè.

Ðàññìîòðèì äåðåâî T ñ äîáàâëåííûì (u, v) è óäàë¼ííûì

(u′, v′).
Ýòî òîæå îñòîâíîå äåðåâî, è åãî âåñ íå áîëüøå âåñà T , òàê

êàê âåñ (u, v) íå áîëüøå âåñà ëþáîãî äðóãîãî ðåáðà, êîòîðîå

ìû ðàññìîòðèì ïîçæå.

Çàìåíÿÿ òàê ð¼áðà, ïîëó÷àåì, ÷òî íàøå äåðåâî íå õóæå T .
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