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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

Åñòü ìàññèâ èç n îáúåêòîâ: a0, a1, . . ., an−1.

Ê ïðèìåðó, ýòî ìîãóò áûòü ÷èñëà, ïàðû ÷èñåë, ñòðîêè,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, . . .

Äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ (x, y) èçâåñòíî, âåðíî ëè, ÷òî

x < y.

Íóæíî ðàñïîëîæèòü ýòè îáúåêòû â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ.

Ôîðìàëüíî, íóæíî íàéòè òàêóþ ïåðåñòàíîâêó p0, p1, . . .,
pn−1, ÷òî ap0 ⩽ ap1 ⩽ . . . ⩽ apn−1

.

Êðèòåðèè êà÷åñòâà:

Âðåìÿ ðàáîòû: O(n2), O(n log n), O(n), . . .

Äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóåìàÿ ïàìÿòü: O(n), O(1), . . .

Óñòîé÷èâîñòü: ñîõðàíÿåòñÿ ëè èñõîäíûé ïîðÿäîê äëÿ

ðàâíûõ îáúåêòîâ.
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà

Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà

Èäåÿ� àëãîðèòì Q (QuickSort):

Q1. Âûáåðåì îäèí ýëåìåíò x = ak.

Q2. Ïîñòàâèì x íà òî ìåñòî, ãäå îí îêàæåòñÿ ïîñëå

ñîðòèðîâêè.

Q3. Ïîñòàâèì ñëåâà îò x âñå ýëåìåíòû ⩽ x, à ñïðàâà âñå

ýëåìåíòû ⩾ x.

Q4. Îòñîðòèðóåì ðåêóðñèâíî ïîëó÷èâøèåñÿ ëåâóþ è ïðàâóþ

÷àñòè.

Êàê âûïîëíèòü ïóíêòû Q2 è Q3�àëãîðèòì P (Partition):

P1. Íàéä¼ì y� ñàìûé ëåâûé ýëåìåíò, íå ìåíüøèé x.

P2. Íàéä¼ì z� ñàìûé ïðàâûé ýëåìåíò, íå áîëüøèé x.

P3. Åñëè y ñòîèò ëåâåå z, ïîìåíÿåì ìåñòàìè y è z è çàïóñòèì

àëãîðèòì P äëÿ îòðåçêà ìàññèâà ìåæäó íèìè.

P4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàáîòà àëãîðèòìà P çàâåðøåíà.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì P ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò äëèíû

ìàññèâà.
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà

Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà: Hoare partition

quick_sort (a, l, r):

· if r - l <= 1:

· · return

· x = a[random (l, r)]

· m = partition (a, l, r, x)

· quick_sort (a, l, m)

· quick_sort (a, m, r)

partition (a, l, r, x):

· i = l, j = r - 1

· while i <= j:

· · while a[i] < x:

· · · i += 1

· · while x < a[j]:

· · · j -= 1

· · if i > j:

· · · break

· · swap (a[i], a[j])

· · i += 1, j -= 1

· return i
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà

Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà: àëüòåðíàòèâíûé êîä

Q quick_sort (a, l, r):

· if r - l <= 1:

· · return

Q1 · x = a[random (l, r)]

· i = l, j = r - 1

P · while i <= j:

P1 · · while a[i] < x:

P1 · · · i += 1

P2 · · while x < a[j]:

P2 · · · j -= 1

P4 · · if i > j:

P4 · · · break

P3 · · swap (a[i], a[j])

P3 · · i += 1, j -= 1

Q4 · quick_sort (a, l, i)

Q4 · quick_sort (a, i, r)
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà

Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà: Lomuto partition

quick_sort (a, l, r):

· if r - l <= 1:

· · return

· x = a[random (l, r)]

· ml, mr = partition (a, l, r, x)

· quick_sort (a, l, ml)

· quick_sort (a, mr, r)

partition (a, l, r, x):

· i = l

· while i < r:

· · if a[i] < x:

· · · swap (a[l++], a[i++])

· · else if x < a[i]:

· · · swap (a[--r], a[i])

· · else:

· · · i += 1

· return l, r
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà

Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà: àíàëèç

Îáùèå íàáëþäåíèÿ:

Íà êàæäîì óðîâíå âëîæåííîñòè ðåêóðñèè àëãîðèòìà Q

îòðåçêè, íà êîòîðûõ îí çàïóñêàåòñÿ, íå èìåþò îáùèõ

òî÷åê.

Àëãîðèòì P ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò äëèíû îòðåçêà.

Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû�O(n · d), ãäå d�ìàêñèìàëüíûé

óðîâåíü âëîæåííîñòè ðåêóðñèè.
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Ëó÷øèé ñëó÷àé:

Ïóñòü êàæäûé îòðåçîê äåëèòñÿ àëãîðèòìîì P ïîðîâíó.

Òîãäà d = log2 n è îáùåå âðåìÿ ðàáîòû�O(n log n).

Íà ïðàêòèêå ñëîæíî âûáðàòü x òàê, ÷òîáû ïîäåëèòü

îòðåçîê ïîðîâíó.
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Õóäøèé ñëó÷àé:

Ïóñòü êàæäûé îòðåçîê äåëèòñÿ àëãîðèòìîì P íà ÷àñòü èç

îäíîãî ýëåìåíòà è ÷àñòü èçî âñåõ îñòàâøèõñÿ.

Òîãäà d = n− 1 è îáùåå âðåìÿ ðàáîòû�O(n2).

Íàïðèìåð, òàê áóäåò, åñëè âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû, à â

êà÷åñòâå x íà êàæäîì îòðåçêå âûáèðàåòñÿ ëèáî ñàìûé

ìàëåíüêèé, ëèáî ñàìûé áîëüøîé ýëåìåíò ýòîãî îòðåçêà.
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Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû�O(n · d), ãäå d�ìàêñèìàëüíûé

óðîâåíü âëîæåííîñòè ðåêóðñèè.

Ñðåäíèé ñëó÷àé:

Ïóñòü âûáîð x ñëó÷àåí.

Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ ⩾ 1
2 â êàæäîì îòðåçêå äëèíû n

âûáèðàåòñÿ ðàçäåëèòåëü, ïîïàäàþùèé â ïîçèöèè [14n;
3
4n].

Çíà÷èò, â ñðåäíåì êàæäîå âòîðîå ðàçäåëåíèå äåëèò

îòðåçîê â îòíîøåíèè íå áîëåå 3 : 1 (á�îëüøàÿ ÷àñòü èìååò
äëèíó ⩽ 3

4n).

Ïîýòîìó ñðåäíÿÿ ãëóáèíà ðåêóðñèè áóäåò íå áîëüøå

2 · log 4
3
n.
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì

Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì

Èäåÿ� àëãîðèòì M (MergeSort):

M1. Ïîäåëèì ìàññèâ íà äâå ðàâíûå ïî äëèíå ÷àñòè.

M2. Îòñîðòèðóåì ðåêóðñèâíî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè.

M3. Èç äâóõ îòñîðòèðîâàííûõ ïîëîâèí ïîëó÷èì

îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ.

Êàê âûïîëíèòü ïóíêò M3�àëãîðèòì MS (Merge Segments):

MS1. Ðàññìîòðèì ïåðâûå ÷èñëà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé.

MS2. Âûáåðåì èç íèõ ìèíèìàëüíîå, äîïèøåì åãî ê îòâåòó è

óäàëèì èç ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè.

MS3. Åñëè îäíà èç ÷àñòåé ïóñòà, äîïèøåì ê îòâåòó äðóãóþ

÷àñòü öåëèêîì.

MS4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéä¼ì ê øàãó MS1.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì MS ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò

äëèíû ìàññèâà.
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì

Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì: êîä

merge_sort (a, l, r):

· if r - l <= 1:

· · return

· m = (l + r) / 2

· merge_sort (a, l, m)

· merge_sort (a, m, r)

· merge_segments (a, l, m, r)

merge_segments (a, l, m, r):

· i = l, j = m, k = l

· while i < m or j < r:

· · if j >= r or (i < m and a[i] <= a[j]):

· · · b[k++] = a[i++]

· · else:

· · · b[k++] = a[j++]

· a[l..r] = b[l..r]
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì

Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì: àëüòåðíàòèâíûé êîä

M merge_sort (a, l, r):

· if r - l <= 1:

· · return

M1 · m = (l + r) / 2

M2 · merge_sort (a, l, m)

M2 · merge_sort (a, m, r)

· i = l, j = m, k = l

MS · while i < m or j < r:

MS1 · · if j >= r or (i < m and a[i] <= a[j]):

MS2 · · · b[k++] = a[i++]

· · else:

MS2 · · · b[k++] = a[j++]

MS4 · a[l..r] = b[l..r]
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì

Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì: àíàëèç

Îáùèå íàáëþäåíèÿ:

Íà êàæäîì óðîâíå âëîæåííîñòè ðåêóðñèè àëãîðèòìà M

îòðåçêè, íà êîòîðûõ îí çàïóñêàåòñÿ, íå èìåþò îáùèõ

òî÷åê.

Àëãîðèòì MS ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò äëèíû

îòðåçêà.

Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû�O(n · d), ãäå d�ìàêñèìàëüíûé

óðîâåíü âëîæåííîñòè ðåêóðñèè.

Ñïåöèôèêà àëãîðèòìà:

Êàæäûé îòðåçîê äåëèòñÿ àëãîðèòìîì MS ïîðîâíó.

Çíà÷èò, d = log2 n è îáùåå âðåìÿ ðàáîòû�O(n log n).

Èñïîëüçóåìàÿ ïàìÿòü:

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìàññèâà b òðåáóåòñÿ O(n)
äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è

Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è

Äâîè÷íàÿ êó÷à� ýòî ìàññèâ a[0..n), â êîòîðîì âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ a[k] ⩾ a[2k+ 1] è a[k] ⩾ a[2k+ 2] (ñâîéñòâî êó÷è)

äëÿ âñåõ k, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû.

Èäåÿ� ðåøèì çàäà÷ó â äâà ýòàïà:

H. Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì ìàññèâ â äâîè÷íóþ êó÷ó.

HA. Çàòåì èç äâîè÷íîé êó÷è ñäåëàåì îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ.
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è

Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è: àëãîðèòì

Àëãîðèòì H (Heapify):

H1. Ðàññìàòðèâàÿ âåðøèíû îò ïîñëåäíåé ê ïåðâîé,

ïîñëåäîâàòåëüíî äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíû, à òàêæå äëÿ âñåõ âåðøèí ñ

á�îëüøèì íîìåðîì, áûëî âûïîëíåíî ñâîéñòâî êó÷è.

Àëãîðèòì HA (HeapToArray):

HA1. Èçâëå÷¼ì èç êó÷è íàèáîëüøèé ýëåìåíò (ýòî âñåãäà ýëåìåíò

ñ íîìåðîì 0).

HA2. Ïîìåíÿåì åãî ìåñòàìè ñ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì êó÷è.

HA3. Óìåíüøèì ðàçìåð êó÷è íà 1, à ïîñëåäíèé ýëåìåíò îáúÿâèì

ýëåìåíòîì èòîãîâîãî ìàññèâà.

HA4. Âîññòàíîâèì äëÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà ñâîéñòâî êó÷è.

HA5. Åñëè êó÷à åù¼ íå ïóñòà, ïåðåéä¼ì ê øàãó HA1.
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è

Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è: ïîäçàäà÷à

Ïîäçàäà÷à äëÿ àëãîðèòìîâ H è HA:

Äàíû ìàññèâ a[0..n) è íîìåð ýëåìåíòà â í¼ì k.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ñ áîëüøèì íîìåðîì

ñâîéñòâî êó÷è âûïîëíåíî.

Òðåáóåòñÿ ñäåëàòü òàê, ÷òîáû îíî áûëî âûïîëíåíî è äëÿ

a[k].

Ðåøåíèå� àëãîðèòì SD (SiftDown):

SD1. Åñëè 2k+ 1 >= n, ñâîéñòâî êó÷è âûïîëíåíî

àâòîìàòè÷åñêè.

SD2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáåðåì èç a[2k+ 1] è a[2k+ 2]
íàèáîëüøèé ýëåìåíò x.

SD3. Åñëè a[k] ⩾ x, ñâîéñòâî êó÷è âûïîëíåíî.

SD4. Èíà÷å ïîìåíÿåì ìåñòàìè a[k] è x, ïîñëå ÷åãî çàïóñòèì

àëãîðèòì SD äëÿ íîìåðà ýëåìåíòà x.
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Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è: ïîäçàäà÷à

Ïîäçàäà÷à äëÿ àëãîðèòìîâ H è HA:

Äàíû ìàññèâ a[0..n) è íîìåð ýëåìåíòà â í¼ì k.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ñ áîëüøèì íîìåðîì

ñâîéñòâî êó÷è âûïîëíåíî.

Òðåáóåòñÿ ñäåëàòü òàê, ÷òîáû îíî áûëî âûïîëíåíî è äëÿ

a[k].

Ðåøåíèå� àëãîðèòì SD (SiftDown):

SD1. Åñëè 2k+ 1 >= n, ñâîéñòâî êó÷è âûïîëíåíî

àâòîìàòè÷åñêè.

SD2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáåðåì èç a[2k+ 1] è a[2k+ 2]
íàèáîëüøèé ýëåìåíò x.

SD3. Åñëè a[k] ⩾ x, ñâîéñòâî êó÷è âûïîëíåíî.

SD4. Èíà÷å ïîìåíÿåì ìåñòàìè a[k] è x, ïîñëå ÷åãî çàïóñòèì

àëãîðèòì SD äëÿ íîìåðà ýëåìåíòà x.
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è

Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è: êîä

heapify (a, n):

· for i = (n - 1) / 2 downto 0:

· · sift_down (a, i, n)

heap_to_array (a, n):

· for i = n - 1 downto 1:

· · swap (a[0], a[i])

· · sift_down (a, 0, i)

sift_down (a, i, n):

· y = a[i]

· while True:

· · j = i * 2 + 1

· · if j >= n:

· · · break

· · if j + 1 < n and a[j] < a[j + 1]:

· · · j += 1

· · if y >= a[j]:

· · · break

· · a[i] = a[j]

· · i = j

· a[i] = y
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Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è

Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è: àíàëèç

Îáùèå íàáëþäåíèÿ:

Àëãîðèòì SD ðàáîòàåò çà O(log n): íà êàæäîì øàãå íîìåð

ýëåìåíòà óâåëè÷èâàåòñÿ õîòÿ áû âäâîå.

Àëãîðèòì HA ðàáîòàåò çà O(n log n): îí n− 1 ðàç âûçûâàåò

àëãîðèòì SD äëÿ êó÷è èç n, n− 1, . . ., 2 ýëåìåíòîâ.

Àëãîðèòì H ðàáîòàåò çà O(n log n): îí n/2 ðàç âûçûâàåò
àëãîðèòì SD.

Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû�O(n log n).

Íà ñàìîì äåëå àëãîðèòì H ðàáîòàåò çà O(n).
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Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è: àíàëèç

Íà ñàìîì äåëå àëãîðèòì H ðàáîòàåò çà O(n).
Ïîäðîáíûé àíàëèç àëãîðèòìà H:

Ýëåìåíòîâ êó÷è, äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòì SD äåëàåò ìíîãî

øàãîâ, íåìíîãî.

Äëÿ n
4 ýëåìåíòîâ ñ íîìåðàìè n

2 − 1, n
2 − 2, . . ., n

4 îí äåëàåò íå

áîëåå îäíîãî øàãà.

Äëÿ n
8 ýëåìåíòîâ ñ íîìåðàìè n

4 − 1, n
4 − 2, . . ., n

8 îí äåëàåò íå

áîëåå äâóõ øàãîâ.

. . .

Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ (log n) àëãîðèòì ìîæåò

ñäåëàòü òîëüêî äëÿ ýëåìåíòà ñ íîìåðîì 0.
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Òåì íå ìåíåå, âñÿ ñîðòèðîâêà ðàáîòàåò çà O(n log n).
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ

Ñîäåðæàíèå

1 Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà
Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì
Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è

2 Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ
Ìîòèâàöèÿ
Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà
Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé
Äâîè÷íàÿ êó÷à

3 Ïîèñê
Äâîè÷íûé ïîèñê
Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå
Äâîè÷íûé ïîèñê: êîä
Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó
Ñóììà äâóõ

4 Ïðèìåðû
Ñîðòèðîâêà äëèííûõ ÷èñåë
Ñîðòèðîâêà òî÷åê
Èíòåðàêòèâíàÿ ñîðòèðîâêà
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Ìîòèâàöèÿ

Ìîòèâàöèÿ

C++: std::sort (a, a + n)

Java: Arrays.sort (a)

C#, Visual Basic .NET: Array.sort (a)

Kotlin, Python, Rust: a.sort ()

D, PascalABC .NET: sort (a)

Haskell: sort a

int cmp (const void * a, const void * b)

{return * (int *) a - * (int *) b;}

...

C: qsort (a, n, sizeof (int), cmp)

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü áèáëèîòå÷íóþ ôóíêöèþ ñîðòèðîâêè.

Çà÷åì çíàòü, êàê îíà ðàáîòàåò?

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñîðòèðîâêà 05.11.2025 20 / 45



Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Ìîòèâàöèÿ

Ìîòèâàöèÿ

C++: std::sort (a, a + n)

Java: Arrays.sort (a)

C#, Visual Basic .NET: Array.sort (a)

Kotlin, Python, Rust: a.sort ()

D, PascalABC .NET: sort (a)

Haskell: sort a

int cmp (const void * a, const void * b)

{return * (int *) a - * (int *) b;}

...

C: qsort (a, n, sizeof (int), cmp)

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü áèáëèîòå÷íóþ ôóíêöèþ ñîðòèðîâêè.

Çà÷åì çíàòü, êàê îíà ðàáîòàåò?

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñîðòèðîâêà 05.11.2025 20 / 45



Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Ìîòèâàöèÿ

Ìîòèâàöèÿ

Ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè, â ñðåäíåì ðàáîòàþùèå çà

âðåìÿ O(n log n), îáëàäàþò ðàçíûìè äîñòîèíñòâàìè è

íåäîñòàòêàìè:

QuickSort:

- â õóäøåì ñëó÷àå ðàáîòàåò çà O(n2);
+ íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì áûñòðûì â ñðåäíåì ñëó÷àå.

MergeSort:

- òðåáóåò O(n) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè;

+ ëåãêî ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàí äëÿ ïàðàëëåëüíûõ

âû÷èñëåíèé;

+ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

HeapSort:

- ïëîõî ñî÷åòàåòñÿ ñ êýøèðîâàíèåì;

+ òðåáóåò O(n log n) âðåìåíè è O(1) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè â

õóäøåì ñëó÷àå.
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Ìîòèâàöèÿ

Ìîòèâàöèÿ

Êðîìå òîãî, ïîäõîäû è èäåè, èñïîëüçîâàííûå â ýòèõ

ñîðòèðîâêàõ, îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíû è â äðóãèõ çàäà÷àõ:

QuickSort: íàõîæäåíèå k-é ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè çà O(n).

MergeSort: ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå çà

O(n log n).

HeapSort: ñòðóêòóðà äàííûõ, îáåñïå÷èâàþùàÿ äîáàâëåíèå

ýëåìåíòà çà O(log n), ïîèñê ìàêñèìóìà çà O(1) è óäàëåíèå

ìàêñèìóìà çà O(log n).
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà

Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

Äàí ìàññèâ a ðàçìåðà n è ÷èñëî k (1 ⩽ k ⩽ n).

Íóæíî íàéòè k-þ ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó ìàññèâà a, òî

åñòü ýëåìåíò, êîòîðûé ïîñëå ñîðòèðîâêè îêàæåòñÿ â

ïîçèöèè k.

Èäåÿ� àëãîðèòì QS (QuickSelect):

QS1. Âûáåðåì îäèí ýëåìåíò x = at.

QS2. Ïîñòàâèì x íà òî ìåñòî, ãäå îí îêàæåòñÿ ïîñëå

ñîðòèðîâêè; ïóñòü ýòî îêàçàëàñü ïîçèöèÿ m.

QS3. Ïîñòàâèì ñëåâà îò x âñå ýëåìåíòû ⩽ x, à ñïðàâà âñå

ýëåìåíòû ⩾ x.

QS4. Åñëè k ⩽ m, íàéä¼ì àëãîðèòìîì QS k-é ýëåìåíò íà îòðåçêå

ìàññèâà îò 1 äî m.

QS5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéä¼ì àëãîðèòìîì QS (k−m)-é
ýëåìåíò íà îòðåçêå ìàññèâà îò m+ 1 äî n.
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Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà

Êàê âûïîëíèòü ïóíêòû QS2 è QS3�àëãîðèòì P (Partition):

P1. Íàéä¼ì y� ñàìûé ëåâûé ýëåìåíò, íå ìåíüøèé x.

P2. Íàéä¼ì z� ñàìûé ïðàâûé ýëåìåíò, íå áîëüøèé x.

P3. Åñëè y ñòîèò ëåâåå z, ïîìåíÿåì ìåñòàìè y è z è çàïóñòèì

àëãîðèòì P äëÿ îòðåçêà ìàññèâà ìåæäó íèìè.

P4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàáîòà àëãîðèòìà P çàâåðøåíà.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì P ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò äëèíû

ìàññèâà.
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà

Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà: êîä

quick_select (a, k, l, r):

· if r - l == 1:

· · return l

· x = a[random (l, r)]

· m = partition (a, l, r, x)

· if k < m:

· · return quick_select (a, k, l, m)

· else:

· · return quick_select (a, k, m, r)

partition (a, l, r, x):

· i = l, j = r - 1

· while i <= j:

· · while a[i] < x:

· · · i += 1

· · while x < a[j]:

· · · j -= 1

· · if i >= j:

· · · break

· · swap (a[i], a[j])

· · i += 1, j -= 1

· return i
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Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà: êîä

quick_select (a, k, l, r):

· if r - l == 1:

· · return l

· x = a[random (l, r)]

· m = partition (a, l, r, x)

· if k < m:

· · return quick_select (a, k, l, m)

· else:

· · return quick_select (a, k, m, r)

partition (a, l, r, x):

· i = l, j = r - 1

· while i <= j:

· · while a[i] < x:

· · · i += 1

· · while x < a[j]:

· · · j -= 1

· · if i >= j:

· · · break

· · swap (a[i], a[j])

· · i += 1, j -= 1

· return i
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Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà: àëüòåðíàòèâíûé êîä

QS quick_select (a, k, l, r):

· while r - l > 1:

QS1 · · x = a[random (l, r)]

· · i = l, j = r - 1

P · · while i <= j:

P1 · · · while a[i] < x: i += 1

P2 · · · while x < a[j]: j -= 1

P4 · · · if i >= j: break

P3 · · · swap (a[i], a[j])

P3 · · · i += 1, j -= 1

QS4 · · if k < i:

QS4 · · · r = i

QS5 · · else:

QS5 · · · l = i

· return l
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Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà: àëüòåðíàòèâíûé êîä

QS quick_select (a, k, l, r):

· while r - l > 1:

QS1 · · x = a[random (l, r)]

· · i = l, j = r - 1

P · · while i <= j:

P1 · · · while a[i] < x: i += 1

P2 · · · while x < a[j]: j -= 1

P4 · · · if i >= j: break

P3 · · · swap (a[i], a[j])

P3 · · · i += 1, j -= 1

QS4 · · if k < i:

QS4 · · · r = i

QS5 · · else:

QS5 · · · l = i

· return l
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Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà: àíàëèç

Îáùèå íàáëþäåíèÿ:

Àëãîðèòì QS îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà Q òîëüêî òåì, ÷òî

ðåêóðñèâíî çàïóñêàåòñÿ ëèøü îò îäíîãî îòðåçêà èç äâóõ�

òîãî, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ èñêîìûé ýëåìåíò.

Àëãîðèòì P ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò äëèíû îòðåçêà.

Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ïðîïîðöèîíàëüíî ñóììàðíîé äëèíå

âñåõ îòðåçêîâ, íà êîòîðûõ áûë çàïóùåí àëãîðèòì.
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Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà: àíàëèç

Îáùèå íàáëþäåíèÿ:

Àëãîðèòì QS îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà Q òîëüêî òåì, ÷òî

ðåêóðñèâíî çàïóñêàåòñÿ ëèøü îò îäíîãî îòðåçêà èç äâóõ�

òîãî, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ èñêîìûé ýëåìåíò.

Àëãîðèòì P ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò äëèíû îòðåçêà.

Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ïðîïîðöèîíàëüíî ñóììàðíîé äëèíå

âñåõ îòðåçêîâ, íà êîòîðûõ áûë çàïóùåí àëãîðèòì.

Ëó÷øèé ñëó÷àé:

Ïóñòü êàæäûé ðàç àëãîðèòì ðåêóðñèâíî çàïóñêàåòñÿ îò

ìåíüøåé èç äâóõ ïîëîâèí.

Òîãäà ñóììà äëèí ðàññìîòðåííûõ îòðåçêîâ íå ïðåâîñõîäèò

n+ n
2 + n

4 + . . . ⩽ 2n, ïîýòîìó îáùåå âðåìÿ ðàáîòû�O(n).

Íà ïðàêòèêå ñëîæíî âûáèðàòü x òàê, ÷òîáû ñïóñêàòüñÿ â

ìåíüøóþ ïîëîâèíó.

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñîðòèðîâêà 05.11.2025 24 / 45



Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà

Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà: àíàëèç

Õóäøèé ñëó÷àé:

Ïóñòü êàæäûé îòðåçîê äåëèòñÿ àëãîðèòìîì P íà ÷àñòü èç

îäíîãî ýëåìåíòà è ÷àñòü èçî âñåõ îñòàâøèõñÿ, â êîòîðóþ è

íóæíî çàòåì ðåêóðñèâíî ñïóñêàòüñÿ.

Òîãäà îáùåå âðåìÿ ðàáîòû�O(n2).

Íàïðèìåð, òàê áóäåò, åñëè âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû, à â

êà÷åñòâå x íà êàæäîì îòðåçêå âûáèðàåòñÿ ëèáî ñàìûé

ìàëåíüêèé, ëèáî ñàìûé áîëüøîé ýëåìåíò ýòîãî îòðåçêà, è

ïðè ýòîì íàéòè íóæíî òîò ýëåìåíò, êîòîðûé áóäåò âûáðàí

ïîñëåäíèì.
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Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà: àíàëèç

Ñðåäíèé ñëó÷àé:

Ïóñòü âûáîð x ñëó÷àåí.

Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ ⩾ 1
2 â êàæäîì îòðåçêå äëèíû n

âûáèðàåòñÿ ðàçäåëèòåëü, ïîïàäàþùèé â ïîçèöèè [14n;
3
4n].

Çíà÷èò, â ñðåäíåì êàæäîå âòîðîå ðàçäåëåíèå äåëèò

îòðåçîê â îòíîøåíèè íå áîëåå 3 : 1 (á�îëüøàÿ ÷àñòü èìååò
äëèíó ⩽ 3

4n).

Ïîýòîìó, â êàêóþ áû ïîëîâèíó ìû íè ñïóñêàëèñü, â

ñðåäíåì çà êàæäûå äâà ñïóñêà ìû óìåíüøàåì äëèíó

òåêóùåãî îòðåçêà õîòÿ áû íà ÷åòâåðòü.

À çíà÷èò, è îáùåå âðåìÿ ðàáîòû íå ïðåâîñõîäèò O(n), âåäü
2n+ 2 · 34n+ 2 · 9

16n+ . . . ⩽ 2n · 4.
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé

Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

Äàíà ïåðåñòàíîâêà a ðàçìåðà n.

Íóæíî íàéòè êîëè÷åñòâî ïàð èíäåêñîâ (i, j) òàêèõ, ÷òî i < j

è ai > aj.

Èäåÿ� àëãîðèòì CI (CountInversions):

CI1. Ïîäåëèì ìàññèâ íà äâå ðàâíûå ïî äëèíå ÷àñòè.

CI2. Îòñîðòèðóåì ðåêóðñèâíî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè è ðåøèì

çàäà÷ó äëÿ íèõ.

CI3. Ïîëó÷èì óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ èç äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ

ïîëîâèí, ïîïóòíî ïîëó÷èâ îòâåò â íàøåé çàäà÷å.
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Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

Äàíà ïåðåñòàíîâêà a ðàçìåðà n.

Íóæíî íàéòè êîëè÷åñòâî ïàð èíäåêñîâ (i, j) òàêèõ, ÷òî i < j

è ai > aj.

Èäåÿ� àëãîðèòì CI (CountInversions):

CI1. Ïîäåëèì ìàññèâ íà äâå ðàâíûå ïî äëèíå ÷àñòè.

CI2. Îòñîðòèðóåì ðåêóðñèâíî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè è ðåøèì

çàäà÷ó äëÿ íèõ.

CI3. Ïîëó÷èì óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ èç äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ

ïîëîâèí, ïîïóòíî ïîëó÷èâ îòâåò â íàøåé çàäà÷å.
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Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé

Èäåÿ� àëãîðèòì CI (CountInversions):

CI1. Ïîäåëèì ìàññèâ íà äâå ðàâíûå ïî äëèíå ÷àñòè.

CI2. Îòñîðòèðóåì ðåêóðñèâíî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè è ðåøèì

çàäà÷ó äëÿ íèõ.

CI3. Ïîëó÷èì óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ èç äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ

ïîëîâèí, ïîïóòíî ïîëó÷èâ îòâåò â íàøåé çàäà÷å.

Êàê âûïîëíèòü ïóíêò CI3�àëãîðèòì MC (Merge And Count):

MC1. Ðàññìîòðèì ïåðâûå ÷èñëà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé.

MC2. Âûáåðåì èç íèõ ìèíèìàëüíîå, äîïèøåì åãî ê îòâåòó è

óäàëèì èç ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè.

MC3. Åñëè ìåíüøåå ÷èñëî èç âòîðîé ÷àñòè, äîáàâèì ê îòâåòó

êîëè÷åñòâî ÷èñåë, îñòàâøèõñÿ â ïåðâîé ÷àñòè: âñå îíè

áîëüøå òåêóùåãî ÷èñëà, íî â èñõîäíîì ìàññèâå ñòîÿò

ëåâåå.

MC4. Åñëè õîòü îäíà èç ÷àñòåé íåïóñòà, ïåðåéä¼ì ê øàãó MC1.

Àëãîðèòì MC ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò äëèíû ìàññèâà.
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Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé

Èäåÿ� àëãîðèòì CI (CountInversions):

CI1. Ïîäåëèì ìàññèâ íà äâå ðàâíûå ïî äëèíå ÷àñòè.

CI2. Îòñîðòèðóåì ðåêóðñèâíî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè è ðåøèì

çàäà÷ó äëÿ íèõ.

CI3. Ïîëó÷èì óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ èç äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ

ïîëîâèí, ïîïóòíî ïîëó÷èâ îòâåò â íàøåé çàäà÷å.

Êàê âûïîëíèòü ïóíêò CI3�àëãîðèòì MC (Merge And Count):

MC1. Ðàññìîòðèì ïåðâûå ÷èñëà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé.

MC2. Âûáåðåì èç íèõ ìèíèìàëüíîå, äîïèøåì åãî ê îòâåòó è

óäàëèì èç ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè.

MC3. Åñëè ìåíüøåå ÷èñëî èç âòîðîé ÷àñòè, äîáàâèì ê îòâåòó

êîëè÷åñòâî ÷èñåë, îñòàâøèõñÿ â ïåðâîé ÷àñòè: âñå îíè

áîëüøå òåêóùåãî ÷èñëà, íî â èñõîäíîì ìàññèâå ñòîÿò

ëåâåå.

MC4. Åñëè õîòü îäíà èç ÷àñòåé íåïóñòà, ïåðåéä¼ì ê øàãó MC1.

Àëãîðèòì MC ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò äëèíû ìàññèâà.
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Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé: êîä

count_inversions (a, l, r):

· if r - l <= 1: return 0

· m = (l + r) / 2

· res = count_inversions (a, l, m)

· res += count_inversions (a, m, r)

· res += merge_and_count (a, l, m, r)

· return res

merge_and_count (a, l, m, r):

· i = l, j = m, k = l, res = 0

· while i < m or j < r:

· · if j >= r or (i < m and a[i] <= a[j]): b[k++] = a[i++]

· · else: res += m - i, b[k++] = a[j++]

· a[l..r] = b[l..r]

· return res
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Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé: êîä

count_inversions (a, l, r):

· if r - l <= 1: return 0

· m = (l + r) / 2

· res = count_inversions (a, l, m)

· res += count_inversions (a, m, r)

· res += merge_and_count (a, l, m, r)

· return res

merge_and_count (a, l, m, r):

· i = l, j = m, k = l, res = 0

· while i < m or j < r:

· · if j >= r or (i < m and a[i] <= a[j]): b[k++] = a[i++]

· · else: res += m - i, b[k++] = a[j++]

· a[l..r] = b[l..r]

· return res
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Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé: àëüòåðíàòèâíûé

êîä

CI count_inversions (a, l, r):

· if r - l <= 1:

· · return 0

CI1 · m = (l + r) / 2

CI2 · res = count_inversions (a, l, m)

CI2 · res += count_inversions (a, m, r)

· i = l, j = m, k = l

MC · while i < m or j < r:

MC1 · · if j >= r or (i < m and a[i] <= a[j]):

MC2 · · · b[k++] = a[i++]

· · else:

MC3 · · · res += m - i

MC2 · · · b[k++] = a[j++]

· a[l..r] = b[l..r]

· return res

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñîðòèðîâêà 05.11.2025 27 / 45



Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé

Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé: àëüòåðíàòèâíûé

êîä

CI count_inversions (a, l, r):

· if r - l <= 1:

· · return 0

CI1 · m = (l + r) / 2

CI2 · res = count_inversions (a, l, m)

CI2 · res += count_inversions (a, m, r)

· i = l, j = m, k = l

MC · while i < m or j < r:

MC1 · · if j >= r or (i < m and a[i] <= a[j]):

MC2 · · · b[k++] = a[i++]

· · else:

MC3 · · · res += m - i

MC2 · · · b[k++] = a[j++]

· a[l..r] = b[l..r]

· return res
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Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé: àíàëèç

Îáùèå íàáëþäåíèÿ:

Àëãîðèòì CI îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà M òîëüêî òåì, ÷òî

äîïîëíèòåëüíî âû÷èñëÿåò îòâåò íà çàäà÷ó.

Íà êàæäîì óðîâíå âëîæåííîñòè ðåêóðñèè àëãîðèòìà CI

îòðåçêè, íà êîòîðûõ îí çàïóñêàåòñÿ, íå èìåþò îáùèõ

òî÷åê.

Àëãîðèòì MC ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò äëèíû

îòðåçêà.

Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû�O(n · d), ãäå d�ìàêñèìàëüíûé

óðîâåíü âëîæåííîñòè ðåêóðñèè.

Ñïåöèôèêà àëãîðèòìà:

Êàæäûé îòðåçîê äåëèòñÿ àëãîðèòìîì MC ïîðîâíó.

Çíà÷èò, d = log2 n è îáùåå âðåìÿ ðàáîòû�O(n log n).

Èñïîëüçóåìàÿ ïàìÿòü:

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìàññèâà b òðåáóåòñÿ O(n)
äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñîðòèðîâêà 05.11.2025 28 / 45



Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé

Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé: àíàëèç

Îáùèå íàáëþäåíèÿ:
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Äâîè÷íàÿ êó÷à

Äâîè÷íàÿ êó÷à

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è� ðåàëèçîâàòü ñòðóêòóðó äàííûõ,

ïîääåðæèâàþùóþ ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà çà âðåìÿ O(log n).

Ïîèñê ìàêñèìóìà çà âðåìÿ O(1).

Óäàëåíèå ìàêñèìóìà çà âðåìÿ O(log n).

Äâîè÷íàÿ êó÷à� ýòî ìàññèâ a[0..n), â êîòîðîì âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ a[k] ⩾ a[2k+ 1] è a[k] ⩾ a[2k+ 2] (ñâîéñòâî êó÷è)

äëÿ âñåõ k, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû.
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Äâîè÷íàÿ êó÷à

Äâîè÷íàÿ êó÷à: àëãîðèòìû

Ïðè äîáàâëåíèè ýëåìåíòà óâåëè÷èâàåì ðàçìåð êó÷è íà

åäèíèöó è äîïèñûâàåì íîâûé ýëåìåíò â êîíåö. Ïîñëå

ýòîãî ñâîéñòâî êó÷è âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, êðîìå,

ìîæåò áûòü, ïîñëåäíåãî.

Ïðè ïîèñêå ìàêñèìóìà ïðîñòî âîçâðàùàåì ýëåìåíò

ìàññèâà a[0].

Ïðè óäàëåíèè ìàêñèìóìà óìåíüøàåì ðàçìåð êó÷è íà

åäèíèöó è íà ìåñòî a[0] çàïèñûâàåì a[n− 1], ãäå n�

ðàçìåð êó÷è äî óäàëåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî ñâîéñòâî êó÷è

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, êðîìå, ìîæåò áûòü,

ïåðâîãî.
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Äâîè÷íàÿ êó÷à

Äâîè÷íàÿ êó÷à: ïîäçàäà÷à

Ïîäçàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ ïðè äîáàâëåíèè è óäàëåíèè ýëåìåíòà:

Äàíû ìàññèâ a[0..n) è íîìåð ýëåìåíòà â í¼ì k.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, êðîìå a[k], ñâîéñòâî
êó÷è âûïîëíåíî.

Òðåáóåòñÿ ñäåëàòü òàê, ÷òîáû îíî áûëî âûïîëíåíî è äëÿ

a[k].
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Òðåáóåòñÿ ñäåëàòü òàê, ÷òîáû îíî áûëî âûïîëíåíî è äëÿ

a[k].

Ðåøåíèå ïðè k = 0� àëãîðèòì SD (SiftDown):

SD1. Åñëè 2k+ 1 >= n, ñâîéñòâî êó÷è âûïîëíåíî

àâòîìàòè÷åñêè.

SD2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáåðåì èç a[2k+ 1] è a[2k+ 2]
íàèáîëüøèé ýëåìåíò x.

SD3. Åñëè a[k] ⩾ x, ñâîéñòâî êó÷è âûïîëíåíî.

SD4. Èíà÷å ïîìåíÿåì ìåñòàìè a[k] è x, ïîñëå ÷åãî çàïóñòèì

àëãîðèòì SD äëÿ íîìåðà ýëåìåíòà x.
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Òðåáóåòñÿ ñäåëàòü òàê, ÷òîáû îíî áûëî âûïîëíåíî è äëÿ

a[k].

Ðåøåíèå ïðè k = n− 1� àëãîðèòì SU (SiftUp):

SU1. Åñëè k = 0, ñâîéñòâî êó÷è âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.

SU2. Åñëè a[(k− 1)/2] ⩾ a[k], ñâîéñòâî êó÷è òàêæå âûïîëíåíî.

SU3. Èíà÷å ïîìåíÿåì ìåñòàìè a[(k− 1)/2] è a[k], ïîñëå ÷åãî
çàïóñòèì àëãîðèòì SU äëÿ (k− 1)/2.
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Äâîè÷íàÿ êó÷à

Äâîè÷íàÿ êó÷à: êîä èíòåðôåéñà

insert (a, n, x):

· a[n] = x

· n += 1

· sift_up (a, n - 1, n)

get_max (a, n):

· return a[0]

remove_max (a, n):

· n -= 1

· a[0] = a[n]

· sift_down (a, 0, n)
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Äâîè÷íàÿ êó÷à

Äâîè÷íàÿ êó÷à: êîä ðåàëèçàöèè

sift_up (a, i, n):

· y = a[i]

· while i > 0:

· · j = (i - 1) / 2

· · if a[j] >= y:

· · · break

· · a[i] = a[j]

· · i = j

· a[i] = y

sift_down (a, i, n):

· y = a[i]

· while True:

· · j = i * 2 + 1

· · if j >= n:

· · · break

· · if j + 1 < n and a[j] < a[j + 1]:

· · · j += 1

· · if y >= a[j]:

· · · break

· · a[i] = a[j]

· · i = j

· a[i] = y
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Äâîè÷íàÿ êó÷à

Äâîè÷íàÿ êó÷à: êîä ðåàëèçàöèè

sift_up (a, i, n):

· y = a[i]

· while i > 0:

· · j = (i - 1) / 2

· · if a[j] >= y:

· · · break

· · a[i] = a[j]

· · i = j

· a[i] = y

sift_down (a, i, n):

· y = a[i]

· while True:

· · j = i * 2 + 1

· · if j >= n:

· · · break

· · if j + 1 < n and a[j] < a[j + 1]:

· · · j += 1

· · if y >= a[j]:

· · · break

· · a[i] = a[j]

· · i = j

· a[i] = y
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Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ Äâîè÷íàÿ êó÷à

Äâîè÷íàÿ êó÷à: àíàëèç

Îáùèå íàáëþäåíèÿ:

Àëãîðèòì SU ðàáîòàåò çà O(log n): íà êàæäîì øàãå íîìåð

ýëåìåíòà óìåíüøàåòñÿ õîòÿ áû âäâîå.

Àëãîðèòì SD ðàáîòàåò çà O(log n): íà êàæäîì øàãå íîìåð

ýëåìåíòà óâåëè÷èâàåòñÿ õîòÿ áû âäâîå.
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Ïîèñê

Ñîäåðæàíèå

1 Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà
Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì
Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è

2 Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ
Ìîòèâàöèÿ
Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà
Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé
Äâîè÷íàÿ êó÷à

3 Ïîèñê
Äâîè÷íûé ïîèñê
Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå
Äâîè÷íûé ïîèñê: êîä
Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó
Ñóììà äâóõ

4 Ïðèìåðû
Ñîðòèðîâêà äëèííûõ ÷èñåë
Ñîðòèðîâêà òî÷åê
Èíòåðàêòèâíàÿ ñîðòèðîâêà
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê

Äâîè÷íûé ïîèñê

Çà÷åì íóæíû ñîðòèðîâàííûå ìàññèâû?

×òîáû áûëî óäîáíåå â íèõ èñêàòü.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê

Äâîè÷íûé ïîèñê

Çà÷åì íóæíû ñîðòèðîâàííûå ìàññèâû?

×òîáû áûëî óäîáíåå â íèõ èñêàòü.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê

Äâîè÷íûé ïîèñê

Çà÷åì íóæíû ñîðòèðîâàííûå ìàññèâû?

×òîáû áûëî óäîáíåå â íèõ èñêàòü.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

Áóäåì èñêàòü â í¼ì ÷èñëî 42.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê
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×òîáû áûëî óäîáíåå â íèõ èñêàòü.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

|10 16 25 29 30 34 37 45 48 55|

Áóäåì èñêàòü â í¼ì ÷èñëî 42.

Ñðàâíèì ñ ÷èñëîì â ñåðåäèíå ìàññèâà: 30.

Ïîñêîëüêó 30 < 42, òåïåðü 42 èìååò ñìûñë èñêàòü òîëüêî â

ïðàâîé ïîëîâèíå ìàññèâà.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê

Äâîè÷íûé ïîèñê

Çà÷åì íóæíû ñîðòèðîâàííûå ìàññèâû?

×òîáû áûëî óäîáíåå â íèõ èñêàòü.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30|34 37 45 48 55|

Áóäåì èñêàòü â í¼ì ÷èñëî 42.

Ñðàâíèì ñ ÷èñëîì â ñåðåäèíå îñòàâøåéñÿ ÷àñòè: 45.

Ïîñêîëüêó 45 > 42, òåïåðü 42 èìååò ñìûñë èñêàòü òîëüêî â

ëåâîé ïîëîâèíå îñòàâøåéñÿ ÷àñòè.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê

Äâîè÷íûé ïîèñê

Çà÷åì íóæíû ñîðòèðîâàííûå ìàññèâû?

×òîáû áûëî óäîáíåå â íèõ èñêàòü.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30|34 37|45 48 55

Áóäåì èñêàòü â í¼ì ÷èñëî 42.

Ñðàâíèì ñ ÷èñëîì â ñåðåäèíå îñòàâøåéñÿ ÷àñòè: 34.

Ïîñêîëüêó 34 < 42, òåïåðü 42 èìååò ñìûñë èñêàòü òîëüêî â

ïðàâîé ïîëîâèíå îñòàâøåéñÿ ÷àñòè.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê

Äâîè÷íûé ïîèñê

Çà÷åì íóæíû ñîðòèðîâàííûå ìàññèâû?

×òîáû áûëî óäîáíåå â íèõ èñêàòü.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34|37|45 48 55

Áóäåì èñêàòü â í¼ì ÷èñëî 42.

Ñðàâíèì ñ ÷èñëîì â ñåðåäèíå îñòàâøåéñÿ ÷àñòè: 37.

Ïîñêîëüêó 37 < 42, òåïåðü 42 èìååò ñìûñë èñêàòü òîëüêî â

ïðàâîé ïîëîâèíå îñòàâøåéñÿ ÷àñòè.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê

Äâîè÷íûé ïîèñê

Çà÷åì íóæíû ñîðòèðîâàííûå ìàññèâû?

×òîáû áûëî óäîáíåå â íèõ èñêàòü.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37|45 48 55

Áóäåì èñêàòü â í¼ì ÷èñëî 42.

Îò ìàññèâà íè÷åãî íå îñòàëîñü.

Çíà÷èò, ÷èñëà 42 â ìàññèâå íåò.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê

Äâîè÷íûé ïîèñê

Çà÷åì íóæíû ñîðòèðîâàííûå ìàññèâû?

×òîáû áûëî óäîáíåå â íèõ èñêàòü.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

Áóäåì èñêàòü â í¼ì ÷èñëî 42.

Ìû ñäåëàëè íå áîëåå ⌈log2 n⌉+ 1 øàãîâ, ãäå n�äëèíà ìàññèâà.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Îïèøåì çàäà÷ó áîëåå ôîðìàëüíî.

×òîáû áûëî óäîáíåå ïèñàòü êîä îäèíàêîâî äëÿ ðàçíûõ çàäà÷.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Îïèøåì çàäà÷ó áîëåå ôîðìàëüíî.

×òîáû áûëî óäîáíåå ïèñàòü êîä îäèíàêîâî äëÿ ðàçíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ìîíîòîííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f , îïðåäåë¼ííóþ íà

÷èñëàõ 1, 2, . . . ,n. Ïåðâûå íåñêîëüêî çíà÷åíèé ðàâíû False (F),

à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû True (T). Ïðèìåð:

F F F F F F F T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñîðòèðîâêà 05.11.2025 37 / 45



Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Îïèøåì çàäà÷ó áîëåå ôîðìàëüíî.

×òîáû áûëî óäîáíåå ïèñàòü êîä îäèíàêîâî äëÿ ðàçíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ìîíîòîííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f , îïðåäåë¼ííóþ íà

÷èñëàõ 1, 2, . . . ,n. Ïåðâûå íåñêîëüêî çíà÷åíèé ðàâíû False (F),

à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû True (T). Ïðèìåð:

F F F F F F F T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Áóäåì èñêàòü ïîñëåäíåå çíà÷åíèå F è ïåðâîå çíà÷åíèå T.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Îïèøåì çàäà÷ó áîëåå ôîðìàëüíî.

×òîáû áûëî óäîáíåå ïèñàòü êîä îäèíàêîâî äëÿ ðàçíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ìîíîòîííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f , îïðåäåë¼ííóþ íà

÷èñëàõ 1, 2, . . . ,n. Ïåðâûå íåñêîëüêî çíà÷åíèé ðàâíû False (F),

à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû True (T). Ïðèìåð:

F F F F F F F F T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

lo hi

Áóäåì èñêàòü ïîñëåäíåå çíà÷åíèå F è ïåðâîå çíà÷åíèå T.

Åñëè íóæíî, äîáàâèì â íà÷àëî âîîáðàæàåìîå çíà÷åíèå F, à â

êîíåö âîîáðàæàåìîå çíà÷åíèå T.

Òåïåðü ìîæíî ïîääåðæèâàòü äâå ãðàíèöû lo è hi ñ

èíâàðèàíòîì: f(lo) = False, f(hi) = True.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Îïèøåì çàäà÷ó áîëåå ôîðìàëüíî.

×òîáû áûëî óäîáíåå ïèñàòü êîä îäèíàêîâî äëÿ ðàçíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ìîíîòîííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f , îïðåäåë¼ííóþ íà

÷èñëàõ 1, 2, . . . ,n. Ïåðâûå íåñêîëüêî çíà÷åíèé ðàâíû False (F),

à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû True (T). Ïðèìåð:

F F F F F F F F T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

lo me hi

Áóäåì èñêàòü ïîñëåäíåå çíà÷åíèå F è ïåðâîå çíà÷åíèå T.

lo = 0, hi = 11. Ñåðåäèíà îòðåçêà ìåæäó íèìè: me = 5.

Çíà÷åíèå f(me) = False. Ïîýòîìó lo := me.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Îïèøåì çàäà÷ó áîëåå ôîðìàëüíî.

×òîáû áûëî óäîáíåå ïèñàòü êîä îäèíàêîâî äëÿ ðàçíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ìîíîòîííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f , îïðåäåë¼ííóþ íà

÷èñëàõ 1, 2, . . . ,n. Ïåðâûå íåñêîëüêî çíà÷åíèé ðàâíû False (F),

à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû True (T). Ïðèìåð:

F F F F F F F F T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

lo me hi

Áóäåì èñêàòü ïîñëåäíåå çíà÷åíèå F è ïåðâîå çíà÷åíèå T.

lo = 5, hi = 11. Ñåðåäèíà îòðåçêà ìåæäó íèìè: me = 8.

Çíà÷åíèå f(me) = True. Ïîýòîìó hi := me.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Îïèøåì çàäà÷ó áîëåå ôîðìàëüíî.

×òîáû áûëî óäîáíåå ïèñàòü êîä îäèíàêîâî äëÿ ðàçíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ìîíîòîííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f , îïðåäåë¼ííóþ íà

÷èñëàõ 1, 2, . . . ,n. Ïåðâûå íåñêîëüêî çíà÷åíèé ðàâíû False (F),

à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû True (T). Ïðèìåð:

F F F F F F F F T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

lo me hi

Áóäåì èñêàòü ïîñëåäíåå çíà÷åíèå F è ïåðâîå çíà÷åíèå T.

lo = 5, hi = 8. Ñåðåäèíà îòðåçêà ìåæäó íèìè: me = 6.

Çíà÷åíèå f(me) = False. Ïîýòîìó lo := me.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Îïèøåì çàäà÷ó áîëåå ôîðìàëüíî.

×òîáû áûëî óäîáíåå ïèñàòü êîä îäèíàêîâî äëÿ ðàçíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ìîíîòîííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f , îïðåäåë¼ííóþ íà

÷èñëàõ 1, 2, . . . ,n. Ïåðâûå íåñêîëüêî çíà÷åíèé ðàâíû False (F),

à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû True (T). Ïðèìåð:

F F F F F F F F T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

lo me hi

Áóäåì èñêàòü ïîñëåäíåå çíà÷åíèå F è ïåðâîå çíà÷åíèå T.

lo = 6, hi = 8. Ñåðåäèíà îòðåçêà ìåæäó íèìè: me = 7.

Çíà÷åíèå f(me) = False. Ïîýòîìó lo := me.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Îïèøåì çàäà÷ó áîëåå ôîðìàëüíî.

×òîáû áûëî óäîáíåå ïèñàòü êîä îäèíàêîâî äëÿ ðàçíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ìîíîòîííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f , îïðåäåë¼ííóþ íà

÷èñëàõ 1, 2, . . . ,n. Ïåðâûå íåñêîëüêî çíà÷åíèé ðàâíû False (F),

à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû True (T). Ïðèìåð:

F F F F F F F F T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

lo hi

Áóäåì èñêàòü ïîñëåäíåå çíà÷åíèå F è ïåðâîå çíà÷åíèå T.

lo = 7, hi = 8. Ýòî ñîñåäíèå ÷èñëà.

Ïîýòîìó ïîñëåäíåå F â ïîçèöèè lo = 7.

À ïåðâîå T â ïîçèöèè hi = 8.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå

Îïèøåì çàäà÷ó áîëåå ôîðìàëüíî.

×òîáû áûëî óäîáíåå ïèñàòü êîä îäèíàêîâî äëÿ ðàçíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ìîíîòîííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f , îïðåäåë¼ííóþ íà

÷èñëàõ 1, 2, . . . ,n. Ïåðâûå íåñêîëüêî çíà÷åíèé ðàâíû False (F),

à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû True (T). Ïðèìåð:

F F F F F F F F T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

lo hi

Áóäåì èñêàòü ïîñëåäíåå çíà÷åíèå F è ïåðâîå çíà÷åíèå T.

Ìû ñäåëàëè íå áîëåå ⌈log2(n+ 1)⌉ øàãîâ.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê: êîä

Äâîè÷íûé ïîèñê: êîä

1 #include <bits/stdc++.h>

2 using namespace std;

3

4 int main () {

5 int n; cin >> n;

6 vector <int> a (n);

7 copy_n (istream_iterator <int> (cin), n, begin (a));

8 int x; cin >> x;

9 int lo = 0, hi = n - 1;

10 while (hi - lo > 1) {

11 int me = lo + (hi - lo) / 2;

12 (a[me] < x ? lo : hi) = me;

13 }

14 cout << a[lo] << " < " << x << endl;

15 cout << a[hi] << " >= " << x << endl;

16 }

Ââîä:

10

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

42

Âûâîä:

37 < 42

45 >= 42

Êàêèå íóæíû óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàííûå, ÷òîáû ýòîò êîä ðàáîòàë?

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñîðòèðîâêà 05.11.2025 38 / 45



Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Çàäà÷à:

Äàíû n òî÷åê íà ïðÿìîé: x1, . . . ,xn.
Äîáàâüòå åù¼ n òî÷åê òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ñòàëî êàê ìîæíî ìåíüøå.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Çàäà÷à:

Äàíû n òî÷åê íà ïðÿìîé: x1, . . . ,xn.
Äîáàâüòå åù¼ n òî÷åê òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ñòàëî êàê ìîæíî ìåíüøå.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì òàêèå n = 3 òî÷êè: 1, 5 è 12.

1 5 12
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Çàäà÷à:

Äàíû n òî÷åê íà ïðÿìîé: x1, . . . ,xn.
Äîáàâüòå åù¼ n òî÷åê òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ñòàëî êàê ìîæíî ìåíüøå.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì òàêèå n = 3 òî÷êè: 1, 5 è 12.

1 5 7 9 11 12

Åñëè äîáàâèòü òî÷êè 7, 9 è 11, ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäÿìè áóäåò ðàâíî 5− 1 = 4.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Çàäà÷à:

Äàíû n òî÷åê íà ïðÿìîé: x1, . . . ,xn.
Äîáàâüòå åù¼ n òî÷åê òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ñòàëî êàê ìîæíî ìåíüøå.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì òàêèå n = 3 òî÷êè: 1, 5 è 12.

1 3 5 7 10 12

Åñëè äîáàâèòü òî÷êè 3, 7 è 10, ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäÿìè áóäåò ðàâíî 10− 7 = 3.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Çàäà÷à:

Äàíû n òî÷åê íà ïðÿìîé: x1, . . . ,xn.
Äîáàâüòå åù¼ n òî÷åê òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ñòàëî êàê ìîæíî ìåíüøå.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì òàêèå n = 3 òî÷êè: 1, 5 è 12.

1 5 12

Áóäåì ðåøàòü íå ýòó çàäà÷ó, à ñìåæíóþ:

Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäÿìè ðàâíî d.

Ïîëó÷èòñÿ ëè ïîñòàâèòü n òî÷åê?
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Çàäà÷à:

Äàíû n òî÷åê íà ïðÿìîé: x1, . . . ,xn.
Äîáàâüòå åù¼ n òî÷åê òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ñòàëî êàê ìîæíî ìåíüøå.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì òàêèå n = 3 òî÷êè: 1, 5 è 12.

1 5 12

Áóäåì ðåøàòü íå ýòó çàäà÷ó, à ñìåæíóþ:

Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäÿìè ðàâíî d.

Ïîëó÷èòñÿ ëè ïîñòàâèòü n òî÷åê?

Ðåøàòü å¼ ìîæíî æàäíî: ñëåâà íàïðàâî íàõîäèòü äâóõ ñîñåäåé,

ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè áîëüøå d, è èñïðàâëÿòü ýòî.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Çàäà÷à:

Äàíû n òî÷åê íà ïðÿìîé: x1, . . . ,xn.
Äîáàâüòå åù¼ n òî÷åê òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ñòàëî êàê ìîæíî ìåíüøå.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì òàêèå n = 3 òî÷êè: 1, 5 è 12.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Áóäåì ðåøàòü íå ýòó çàäà÷ó, à ñìåæíóþ:

Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäÿìè ðàâíî d.

Ïîëó÷èòñÿ ëè ïîñòàâèòü n òî÷åê?

Âîò ïðèìåð äëÿ d = 1. Ïîíàäîáèòñÿ 8 > 3 íîâûõ òî÷åê.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Çàäà÷à:

Äàíû n òî÷åê íà ïðÿìîé: x1, . . . ,xn.
Äîáàâüòå åù¼ n òî÷åê òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ñòàëî êàê ìîæíî ìåíüøå.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì òàêèå n = 3 òî÷êè: 1, 5 è 12.

1 5 10 12

Áóäåì ðåøàòü íå ýòó çàäà÷ó, à ñìåæíóþ:

Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäÿìè ðàâíî d.

Ïîëó÷èòñÿ ëè ïîñòàâèòü n òî÷åê?

Âîò ïðèìåð äëÿ d = 5. Ïîíàäîáèòñÿ 1 ⩽ 3 íîâàÿ òî÷êà.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Çàäà÷à:

Äàíû n òî÷åê íà ïðÿìîé: x1, . . . ,xn.
Äîáàâüòå åù¼ n òî÷åê òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ñòàëî êàê ìîæíî ìåíüøå.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì òàêèå n = 3 òî÷êè: 1, 5 è 12.

1 4 5 8 11 12

Áóäåì ðåøàòü íå ýòó çàäà÷ó, à ñìåæíóþ:

Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäÿìè ðàâíî d.

Ïîëó÷èòñÿ ëè ïîñòàâèòü n òî÷åê?

Âîò ïðèìåð äëÿ d = 3. Ïîíàäîáèòñÿ 3 ⩽ 3 íîâûõ òî÷êè.
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Ïîèñê Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Çàäà÷à:

Äàíû n òî÷åê íà ïðÿìîé: x1, . . . ,xn.
Äîáàâüòå åù¼ n òî÷åê òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ñòàëî êàê ìîæíî ìåíüøå.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì òàêèå n = 3 òî÷êè: 1, 5 è 12.

1 4 5 8 11 12

Êàê íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå d, äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷èòñÿ

äîáàâèòü ⩽ n íîâûõ òî÷åê?

Äâîè÷íûì ïîèñêîì ïî d�òî åñòü ïî îòâåòó íà èñõîäíóþ

çàäà÷ó.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

Íàèâíîå ðåøåíèå: ïîñ÷èòàåì ñóììó äëÿ êàæäîé ïàðû.

Àñèìïòîòèêà: O(n2).
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

Ðåøåíèå áûñòðåå: äëÿ êàæäîãî ai ïîèùåì â ìàññèâå ÷èñëî

s− ai äâîè÷íûì ïîèñêîì.

Àñèìïòîòèêà: O(n log n).
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

Ðåøåíèå çà ëèíåéíîå âðåìÿ: ìåòîä äâóõ óêàçàòåëåé.

Íà÷í¼ì ñ lo := 1 è hi := n.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

lo hi

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

lo = 1, hi = 10, alo + ahi = 10+ 55 = 65 > 60.

Çíà÷èò, ame>lo + ahi è ïîäàâíî áîëüøå 60.

Ïîýòîìó ahi ìîæíî áîëüøå íå ðàññìàòðèâàòü: hi := hi− 1.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

lo hi

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

lo = 1, hi = 9, alo + ahi = 10+ 48 = 58 < 60.

Çíà÷èò, alo + ame<hi è ïîäàâíî ìåíüøå 60.

Ïîýòîìó alo ìîæíî áîëüøå íå ðàññìàòðèâàòü: lo := lo+ 1.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

lo hi

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

lo = 2, hi = 9, alo + ahi = 16+ 48 = 64 > 60.

Çíà÷èò, ame>lo + ahi è ïîäàâíî áîëüøå 60.

Ïîýòîìó ahi ìîæíî áîëüøå íå ðàññìàòðèâàòü: hi := hi− 1.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

lo hi

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

lo = 2, hi = 8, alo + ahi = 16+ 45 = 61 > 60.

Çíà÷èò, ame>lo + ahi è ïîäàâíî áîëüøå 60.

Ïîýòîìó ahi ìîæíî áîëüøå íå ðàññìàòðèâàòü: hi := hi− 1.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

lo hi

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

lo = 2, hi = 7, alo + ahi = 16+ 37 = 53 < 60.

Çíà÷èò, alo + ame<hi è ïîäàâíî ìåíüøå 60.

Ïîýòîìó alo ìîæíî áîëüøå íå ðàññìàòðèâàòü: lo := lo+ 1.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

lo hi

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

lo = 3, hi = 7, alo + ahi = 25+ 37 = 62 > 60.

Çíà÷èò, ame>lo + ahi è ïîäàâíî áîëüøå 60.

Ïîýòîìó ahi ìîæíî áîëüøå íå ðàññìàòðèâàòü: hi := hi− 1.

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Ñîðòèðîâêà 05.11.2025 40 / 45



Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

lo hi

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

lo = 3, hi = 6, alo + ahi = 25+ 34 = 59 < 60.

Çíà÷èò, alo + ame<hi è ïîäàâíî ìåíüøå 60.

Ïîýòîìó alo ìîæíî áîëüøå íå ðàññìàòðèâàòü: lo := lo+ 1.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

lo hi

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

lo = 4, hi = 6, alo + ahi = 29+ 34 = 63 > 60.

Çíà÷èò, ame>lo + ahi è ïîäàâíî áîëüøå 60.

Ïîýòîìó ahi ìîæíî áîëüøå íå ðàññìàòðèâàòü: hi := hi− 1.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

lo hi

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

lo = 4, hi = 5, alo + ahi = 29+ 30 = 59 < 60.

Çíà÷èò, alo + ame<hi è ïîäàâíî ìåíüøå 60.

Ïîýòîìó alo ìîæíî áîëüøå íå ðàññìàòðèâàòü: lo := lo+ 1.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

both

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

lo = 5, hi = 5, alo + ahi = 30+ 30 = 60.

Îòâåò íàéäåí.
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Ïîèñê Ñóììà äâóõ

Ñóììà äâóõ

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð çàäà÷è.

Äàí ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ a1, . . . , an è ÷èñëî s.

Ïðåäñòàâüòå s â âèäå ñóììû äâóõ ÷èñåë èç ìàññèâà.

Ïðèìåð� ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííûé ìàññèâ:

10 16 25 29 30 34 37 45 48 55

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

both

Áóäåì èñêàòü â í¼ì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé s = 60.

Ìû ñäåëàëè íå áîëåå n øàãîâ. (Ïî÷åìó?)
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Ïðèìåðû

Ñîäåðæàíèå

1 Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà
Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì
Ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è

2 Àëãîðèòìû â ñìåæíûõ çàäà÷àõ
Ìîòèâàöèÿ
Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà
Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà èíâåðñèé
Äâîè÷íàÿ êó÷à

3 Ïîèñê
Äâîè÷íûé ïîèñê
Äâîè÷íûé ïîèñê: îáîáùåíèå
Äâîè÷íûé ïîèñê: êîä
Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó
Ñóììà äâóõ

4 Ïðèìåðû
Ñîðòèðîâêà äëèííûõ ÷èñåë
Ñîðòèðîâêà òî÷åê
Èíòåðàêòèâíàÿ ñîðòèðîâêà
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Ïðèìåðû Ñîðòèðîâêà äëèííûõ ÷èñåë

Ñîðòèðîâêà äëèííûõ ÷èñåë

1 #include <algorithm>

2 #include <iostream>

3 #include <string>

4 #include <vector>

5 using namespace std;

6

7 bool lessNum (string const & a, string const & b) {

8 if (a.size () != b.size ())

9 return a.size () < b.size ();

10 return a < b;

11 }

12

13 int main () {

14 vector <string> s;

15 string t;

16 while (cin >> t)

17 s.push_back (t);

18 sort (s.begin (), s.end (), lessNum);

19 for (auto e : s)

20 cout << e << endl;

21 return 0;

22 }

Ââîä:

10

20

999

9

23

3

333

Âûâîä:

3

9

10

20

23

333

999
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Ïðèìåðû Ñîðòèðîâêà òî÷åê

Ñîðòèðîâêà òî÷åê

1 #include <algorithm>

2 #include <iostream>

3 #include <vector>

4 using namespace std;

5

6 struct Point {int x, y;};

7 bool operator < (Point const & a, Point const & b) {

8 if (a.y != b.y) return a.y > b.y;

9 return a.x < b.x;

10 }

11

12 int main () {

13 int n; cin >> n;

14 vector <Point> a (n);

15 for (auto & [x, y] : a) // C++17

16 cin >> x >> y;

17 sort (a.begin (), a.end ());

18 for (auto [x, y] : a) // C++17

19 cout << x << " " << y << endl;

20 return 0;

21 }

Ââîä:

9

0 1

0 -1

1 0

-1 0

0 0

1 -1

-1 1

-1 -1

1 1

Âûâîä:

-1 1

0 1

1 1

-1 0

0 0

1 0

-1 -1

0 -1

1 -1
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Ïðèìåðû Èíòåðàêòèâíàÿ ñîðòèðîâêà

Èíòåðàêòèâíàÿ ñîðòèðîâêà

1 #include <algorithm>

2 #include <iostream>

3 #include <numeric>

4 #include <vector>

5 using namespace std;

6

7 bool ask (int a, int b) {

8 cout << "? " << a << " " << b << endl;

9 string s; cin >> s;

10 return s == "<";

11 }

12

13 int main () {

14 int n; cin >> n;

15 vector <int> p (n);

16 iota (p.begin (), p.end (), 1);

17 sort (p.begin (), p.end (), ask);

18 cout << "!";

19 for (auto i : p)

20 cout << " " << i;

21 cout << endl;

22 return 0;

23 }

Ââîä | Âûâîä:

4 |

| ? 2 1

< |

| ? 3 2

> |

| ? 3 1

< |

| ? 3 2

> |

| ? 4 2

> |

| ? 4 1

> |

| ! 2 3 1 4
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Çàâåðøåíèå

Âîïðîñû?

Âîïðîñû?
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