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Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè Òî÷êè

Òî÷êè

Êàê çàäàòü òî÷êó íà ïëîñêîñòè?

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ 08.10.2025 4 / 28



Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè Òî÷êè

Òî÷êè

Êàê çàäàòü òî÷êó íà ïëîñêîñòè?
Äâå êîîðäèíàòû: (x, y).
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Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè Òî÷êè

Òî÷êè

Êàê çàäàòü òî÷êó íà ïëîñêîñòè?
Äâå êîîðäèíàòû: (x, y).
Ìîæíî õðàíèòü îòäåëüíî äâå ïåðåìåííûå x è y.
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Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè Òî÷êè

Òî÷êè

Êàê çàäàòü òî÷êó íà ïëîñêîñòè?
Äâå êîîðäèíàòû: (x, y).
Ìîæíî õðàíèòü â pair <double, double>.
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Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè Òî÷êè

Òî÷êè

Êàê çàäàòü òî÷êó íà ïëîñêîñòè?
Äâå êîîðäèíàòû: (x, y).

1 #include <iostream>

2 #include <vector>

3 using namespace std;

4

5 struct Point {

6 double x, y;

7 };

8

9 int main () {

10 int n;

11 cin >> n;

12 vector <Point> p (n);

13 for (int i = 0; i < n; i++) {

14 cin >> p[i].x >> p[i].y;

15 }

16 return 0;

17 }
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Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè Òî÷êè

Òî÷êè: öåíòð ìàññ

1 #include <iostream>

2 #include <vector>

3 using namespace std;

4 struct Point {

5 double x, y;

6 Point () {x = y = 0;}

7 Point (double x_, double y_) : x (x_), y (y_) {}

8 Point operator + (Point const & other) const

9 {return Point (x + other.x, y + other.y);}

10 Point operator * (double c) const

11 {return Point (x * c, y * c);}

12 };

13 int main () {

14 int n;

15 cin >> n;

16 vector <Point> p (n); auto center = Point (0, 0);

17 for (int i = 0; i < n; i++) {

18 cin >> p[i].x >> p[i].y; center = center + p[i];

19 }

20 center = center * (1.0 / n);

21 cout << center.x << " " << center.y << endl;

22 return 0;

23 }
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Òî÷êè: öåíòð ìàññ

1 #include <complex>

2 #include <iostream>

3 #include <vector>

4 using namespace std;

5 using Point = complex <double>;

6 int main () {

7 int n;

8 cin >> n;

9 vector <Point> p (n);

10 auto center = Point (0, 0);

11 for (int i = 0; i < n; i++) {

12 double x, y;

13 cin >> x >> y;

14 p[i].real (x);

15 p[i].imag (y);

16 center += p[i];

17 }

18 center /= n;

19 cout << center.real () << " " << center.imag () << endl;

20 return 0;

21 }
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Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè Ïðÿìûå

Ïðÿìûå

Êàê çàäàòü ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè?
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Ïðÿìûå

Êàê çàäàòü ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè?

Óðàâíåíèå ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì:

y = kx+ b

k = 0� ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ

Îòäåëüíûé ñëó÷àé: âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ

Åñëè â çàäà÷å 4 ïðÿìûå� òî ïîëó÷èòñÿ 16 ñëó÷àåâ...

Áîëüøå ñëó÷àåâ� áîëüøå áàãîâ
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Ïðÿìûå

Êàê çàäàòü ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè?

Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:{
x = x0 + a · t
y = y0 + b · t

(a, b) ̸= (0, 0)

a = 0� âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ

b = 0� ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ

Îò äîìíîæåíèÿ a è b íà ëþáîå k ̸= 0 ïðÿìàÿ íå ìåíÿåòñÿ

Óäîáíî, êîãäà ïðÿìàÿ çàäàíà äâóìÿ òî÷êàìè
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Ïðÿìûå

Êàê çàäàòü ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè?

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé:

a · x+ b · y + c = 0

(a, b) ̸= (0, 0)

a = 0� ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ

b = 0� âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ

c = 0� ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò

Îò äîìíîæåíèÿ a, b è c íà ëþáîå k ̸= 0 ïðÿìàÿ íå ìåíÿåòñÿ

Áóäåì ðàáîòàòü ñ òàêèìè óðàâíåíèÿìè
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Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè Ïðÿìàÿ è òî÷êà

Ïðÿìàÿ è òî÷êà

Ëåæèò ëè çàäàííàÿ òî÷êà íà çàäàííîé ïðÿìîé?
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Ïðÿìàÿ è òî÷êà

Ëåæèò ëè çàäàííàÿ òî÷êà íà çàäàííîé ïðÿìîé?

Òî÷êà: (x0, y0)

Ïðÿìàÿ: ax+ by + c = 0

Êðèòåðèé: ax0 + by0 + c = 0
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Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè Ïðÿìàÿ ïî äâóì òî÷êàì

Ïðÿìàÿ ïî äâóì òî÷êàì

Êàêàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè?
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Ïðÿìàÿ ïî äâóì òî÷êàì

Êàêàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè?

Òî÷êè: (x1, y1) è (x2, y2)

Ïðÿìàÿ: ax+ by + c = 0

Êðèòåðèé:

{
ax1 + by1 + c = 0

ax2 + by2 + c = 0

Âû÷òåì: a(x2 − x1) + b(y2 − y1) = 0

Ïîäáåð¼ì ìíîæèòåëè:

{
a = y2 − y1

b = x1 − x2

Òåïåðü, ÷òîáû âû÷èñëèòü c, ïîäñòàâèì ëþáóþ èç äâóõ

òî÷åê: c = −(ax1 + by1)
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Òî÷êà ïî äâóì ïðÿìûì

Â êàêîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ äâå çàäàííûå ïðÿìûå?
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Òî÷êà ïî äâóì ïðÿìûì

Â êàêîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ äâå çàäàííûå ïðÿìûå?

Ïðÿìûå:

{
a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0

Äîìíîæèì, ÷òîáû ñäåëàòü îäíî èç ñëàãàåìûõ îäèíàêîâûì

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ 08.10.2025 8 / 28



Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè Òî÷êà ïî äâóì ïðÿìûì

Òî÷êà ïî äâóì ïðÿìûì

Â êàêîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ äâå çàäàííûå ïðÿìûå?

Ïðÿìûå:

{
a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0

Äîìíîæèì ïåðâóþ ñòðîêó íà a2, à âòîðóþ íà a1:{
a2a1x+ a2b1y + a2c1 = 0

a1a2x+ a1b2y + a1c2 = 0

Âû÷òåì: (a2b1 − a1b2)y + (a2c1 − a1c2) = 0

Ïðåîáðàçóåì: (a2b1 − a1b2)y = −(a2c1 − a1c2)

Ïîëó÷èì: y = −a2c1 − a1c2

a2b1 − a1b2
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Òî÷êà ïî äâóì ïðÿìûì

Â êàêîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ äâå çàäàííûå ïðÿìûå?

Ïðÿìûå:

{
a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0

Äîìíîæèì ïåðâóþ ñòðîêó íà b2, à âòîðóþ íà b1:{
b2a1x+ b2b1y + b2c1 = 0

b1a2x+ b1b2y + b1c2 = 0

Âû÷òåì: (b2a1 − b1a2)x+ (b2c1 − b1c2) = 0

Ïðåîáðàçóåì: (b2a1 − b1a2)x = −(b2c1 − b1c2)

Ïîëó÷èì: x = − b2c1 − b1c2

b2a1 − b1a2
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Òî÷êà ïî äâóì ïðÿìûì

Â êàêîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ äâå çàäàííûå ïðÿìûå?

Ïðÿìûå:

{
a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0

Îòâåò: x = − b2c1 − b1c2

b2a1 − b1a2
, y = −a2c1 − a1c2

a2b1 − a1b2
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Òî÷êà ïî äâóì ïðÿìûì

Â êàêîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ äâå çàäàííûå ïðÿìûå?

Ïðÿìûå:

{
a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0

Îòâåò: x = +
b1c2 − b2c1

a1b2 − a2b1
, y = −a1c2 − a2c1

a1b2 − a2b1
Îñîáûå ñëó÷àè:

Îáà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëü ðàâíû íóëþ:

ïðÿìûå ñîâïàäàþò

Èíà÷å, åñëè çíàìåíàòåëü ðàâåí íóëþ:

ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû
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Çàïèñü ÷åðåç îïðåäåëèòåëè

Â êàêîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ äâå çàäàííûå ïðÿìûå?

Ïðÿìûå:

{
a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0

×åðåç îïðåäåëèòåëè ìàòðèö 2× 2:∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣ = a · d− b · c

X =

∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣, Y =

∣∣∣∣ a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣, Z =

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣
x = +

X

Z
, y = −Y

Z
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Çàïèñü ÷åðåç îïðåäåëèòåëè

Â êàêîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ äâå çàäàííûå ïðÿìûå?

Ïðÿìûå:

{
a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0

×åðåç îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 3× 3:∣∣∣∣∣∣
r s t

u v w

x y z

∣∣∣∣∣∣ = r(vz − wy)− s(uz − wx) + t(uy − vx)

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ = (b1c2 − b2c1)⃗i− (a1c2 − a2c1)⃗j + (a1b2 − a2b1)k⃗

X, Y , Z � ýòî êîýôôèöèåíòû ïðè i⃗, j⃗, k⃗

x = +
X

Z
, y = −Y

Z
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Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè

Ñîäåðæàíèå

1 Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè

Òî÷êè

Ïðÿìûå

Ïðÿìàÿ è òî÷êà

Ïðÿìàÿ ïî äâóì òî÷êàì

Òî÷êà ïî äâóì ïðÿìûì

Çàïèñü ÷åðåç îïðåäåëèòåëè
2 Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè

Âåêòîðû

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå

Ïðîèçâåäåíèÿ è èõ çíàêè

3 Çàäà÷è

Òî÷êà è îòðåçîê

Òî÷êà è ëó÷

Ïîðÿäîê âåðøèí

òðåóãîëüíèêà

Âûïóêëîñòü

Äâà îòðåçêà

Âíóòðåííîñòü

Ïëîùàäü
4 Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

Çàäà÷à

Ïîäãîòîâêà

Àëãîðèòì Äæàðâèñà

Àëãîðèòì Ãðýõåìà
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Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè Âåêòîðû

Âåêòîðû

Êàê çàäàòü âåêòîð íà ïëîñêîñòè?
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Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè Âåêòîðû

Âåêòîðû

Êàê çàäàòü âåêòîð íà ïëîñêîñòè?

Äâå êîîðäèíàòû: (x, y). Òàê æå, êàê òî÷êó.
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Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îòëîæèì èç îäíîé òî÷êè âåêòîðû u⃗ = (xu, yu) è v⃗ = (xv , yv).
×òî ìîæíî ïðî íèõ óçíàòü?

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: u⃗ · v⃗ = xuxv + yuyv .
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Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îòëîæèì èç îäíîé òî÷êè âåêòîðû u⃗ = (xu, yu) è v⃗ = (xv , yv).
×òî ìîæíî ïðî íèõ óçíàòü?

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: u⃗ · v⃗ = xuxv + yuyv .

Åñëè âåêòîðû ñîíàïðàâëåíû, u⃗ · v⃗ = |⃗u| · |⃗v|
Åñëè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû, u⃗ · v⃗ = 0

Åñëè âåêòîðû åäèíè÷íîé äëèíû, u⃗ · v⃗ = cosα

Çäåñü α�óãîë ìåæäó u⃗ è v⃗
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Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè Êîñîå ïðîèçâåäåíèå

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå

Îòëîæèì èç îäíîé òî÷êè âåêòîðû u⃗ = (xu, yu) è v⃗ = (xv , yv).
×òî ìîæíî ïðî íèõ óçíàòü?

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå: u⃗ ∧ v⃗ = xuyv − yuxv .

Äðóãèå íàçâàíèÿ: ïñåâäîñêàëÿðíîå, ¾âåêòîðíîå¿ (ôîðìàëüíî

íåò).

×åðåç îïðåäåëèòåëü: u⃗ ∧ v⃗ =

∣∣∣∣ xu yu
xv yv

∣∣∣∣.
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Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè Êîñîå ïðîèçâåäåíèå

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå
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Äðóãèå íàçâàíèÿ: ïñåâäîñêàëÿðíîå, ¾âåêòîðíîå¿ (ôîðìàëüíî

íåò).

×åðåç îïðåäåëèòåëü: u⃗ ∧ v⃗ =

∣∣∣∣ xu yu
xv yv

∣∣∣∣.
Åñëè âåêòîðû ïàðàëëåëüíû, u⃗ ∧ v⃗ = 0

Åñëè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû, u⃗ ∧ v⃗ = ±|⃗u| · |⃗v|
Åñëè âåêòîðû åäèíè÷íîé äëèíû, u⃗ ∧ v⃗ = sinα

Çäåñü α�óãîë îò u⃗ äî v⃗ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

u⃗ ∧ v⃗ �îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà íà ýòèõ

âåêòîðàõ
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Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè Ïðîèçâåäåíèÿ è èõ çíàêè

Ïðîèçâåäåíèÿ è èõ çíàêè

−→u

−→v
−→u ∧ −→v > 0

Îòëîæèì èç îäíîé òî÷êè âåêòîðû u⃗ = (xu, yu) è v⃗ = (xv , yv).
×òî ìîæíî ïðî íèõ óçíàòü?

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: u⃗ · v⃗ = xuxv + yuyv .

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå: u⃗ ∧ v⃗ = xuyv − yuxv .

Â îáùåì ñëó÷àå:

u⃗ · v⃗ = |⃗u| · |⃗v| · cosα
u⃗ ∧ v⃗ = |⃗u| · |⃗v| · sinα
Çäåñü α�óãîë îò u⃗ äî v⃗ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
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u⃗ · v⃗ = |⃗u| · |⃗v| · cosα
u⃗ ∧ v⃗ = |⃗u| · |⃗v| · sinα
Çäåñü α�óãîë îò u⃗ äî v⃗ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

Ïî óãëó:

0 ⩽ α ⩽ π/2: u⃗ · v⃗ ⩾ 0, u⃗ ∧ v⃗ ⩾ 0

π/2 ⩽ α ⩽ π: u⃗ · v⃗ ⩽ 0, u⃗ ∧ v⃗ ⩾ 0

π ⩽ α ⩽ 3π/2: u⃗ · v⃗ ⩽ 0, u⃗ ∧ v⃗ ⩽ 0

3π/2 ⩽ α ⩽ 2π: u⃗ · v⃗ ⩾ 0, u⃗ ∧ v⃗ ⩽ 0
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Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè Ïðîèçâåäåíèÿ è èõ çíàêè

Ïðîèçâåäåíèÿ è èõ çíàêè

−→u

−→v
−→u ∧ −→v > 0
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u⃗ ∧ v⃗ = |⃗u| · |⃗v| · sinα
Çäåñü α�óãîë îò u⃗ äî v⃗ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

Ïî óãëó:

u⃗ · v⃗ > 0� çíà÷èò, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè îñòðûé

u⃗ · v⃗ < 0� çíà÷èò, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè òóïîé

u⃗ ∧ v⃗ > 0� çíà÷èò, (u⃗, v⃗)�ïðàâàÿ ïàðà

u⃗ ∧ v⃗ < 0� çíà÷èò, (u⃗, v⃗)�ëåâàÿ ïàðà
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Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè Ïðîèçâåäåíèÿ è èõ çíàêè

Ïðîèçâåäåíèÿ è èõ çíàêè

−→u

−→v
−→u ∧ −→v > 0

Îòëîæèì èç îäíîé òî÷êè âåêòîðû u⃗ = (xu, yu) è v⃗ = (xv , yv).
×òî ìîæíî ïðî íèõ óçíàòü?
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Â îáùåì ñëó÷àå:

u⃗ · v⃗ = |⃗u| · |⃗v| · cosα
u⃗ ∧ v⃗ = |⃗u| · |⃗v| · sinα
Çäåñü α�óãîë îò u⃗ äî v⃗ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

u⃗ ∧ v⃗ > 0� çíà÷èò, (u⃗, v⃗)�ïðàâàÿ ïàðà

Ïðàâàÿ ïàðà: ïåðâûé âåêòîð ïàðû ¾ñïðàâà¿ îò âòîðîãî.

Äðóãîé êðèòåðèé: îò ïåðâîãî êî âòîðîìó áëèæå ïîâîðà÷èâàòü,

äâèãàÿñü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
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Çàäà÷è

Ñîäåðæàíèå

1 Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè

Òî÷êè

Ïðÿìûå

Ïðÿìàÿ è òî÷êà

Ïðÿìàÿ ïî äâóì òî÷êàì

Òî÷êà ïî äâóì ïðÿìûì

Çàïèñü ÷åðåç îïðåäåëèòåëè
2 Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè

Âåêòîðû

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå

Ïðîèçâåäåíèÿ è èõ çíàêè

3 Çàäà÷è

Òî÷êà è îòðåçîê

Òî÷êà è ëó÷

Ïîðÿäîê âåðøèí

òðåóãîëüíèêà

Âûïóêëîñòü

Äâà îòðåçêà

Âíóòðåííîñòü

Ïëîùàäü
4 Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

Çàäà÷à

Ïîäãîòîâêà

Àëãîðèòì Äæàðâèñà

Àëãîðèòì Ãðýõåìà
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Çàäà÷è Òî÷êà è îòðåçîê

Òî÷êà è îòðåçîê

Äàíû îòðåçîê AB è òî÷êà C.

Ëåæèò ëè òî÷êà íà îòðåçêå?
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Çàäà÷è Òî÷êà è îòðåçîê

Òî÷êà è îòðåçîê

Äàíû îòðåçîê AB è òî÷êà C.

Ëåæèò ëè òî÷êà íà îòðåçêå?

Âûðîæäåííûé ñëó÷àé: A = B. Ïðîâåðèì òîãäà, ÷òî A = C.
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Ëåæèò ëè òî÷êà íà îòðåçêå?

Âûðîæäåííûé ñëó÷àé: A = B. Ïðîâåðèì òîãäà, ÷òî A = C.

Íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé:

1. Ïðîâåðèì, ÷òî C ëåæèò íà ïðÿìîé AB.

Ìîæíî ïîñòðîèòü ïðÿìóþ ïî äâóì òî÷êàì, à ïîòîì

ïîäñòàâèòü C â óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Èâàí Êàçìåíêî et al. (ÌÊÍ ÑÏáÃÓ) Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ 08.10.2025 16 / 28



Çàäà÷è Òî÷êà è îòðåçîê

Òî÷êà è îòðåçîê

Äàíû îòðåçîê AB è òî÷êà C.

Ëåæèò ëè òî÷êà íà îòðåçêå?

Âûðîæäåííûé ñëó÷àé: A = B. Ïðîâåðèì òîãäà, ÷òî A = C.

Íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé:

1. Ïðîâåðèì, ÷òî C ëåæèò íà ïðÿìîé AB.

Ìîæíî ïîñòðîèòü ïðÿìóþ ïî äâóì òî÷êàì, à ïîòîì

ïîäñòàâèòü C â óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
−→
AB ∧ −→AC = 0.

Íà ñàìîì äåëå ýòî îäíà è òà æå ïðîâåðêà.
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−→
AB ∧ −→AC = 0.

Íà ñàìîì äåëå ýòî îäíà è òà æå ïðîâåðêà.

2. Ïðîâåðèì, ÷òî C ëåæèò ìåæäó A è B.

Óñëîâèå:
−→
CA · −→CB ⩽ 0.

Ïðè ðàâåíñòâå òî÷êà C ñîâïàäàåò ñ êîíöîì îòðåçêà.
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1. Ïðîâåðèì, ÷òî C ëåæèò íà ïðÿìîé AB.

2. Ïðîâåðèì, ÷òî C ëåæèò ìåæäó A è B.

A

B

C
−→
AB ∧ −→AC = 0
−→
CA · −→CB > 0

A

B
C

−→
AB ∧ −→AC = 0
−→
CA · −→CB ⩽ 0
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Çàäà÷è Òî÷êà è ëó÷

Òî÷êà è ëó÷

Äàíû ëó÷ AB è òî÷êà C.

Ëåæèò ëè òî÷êà íà ëó÷å?
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Ïîðÿäîê âåðøèí òðåóãîëüíèêà

Äàíû òðè âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A, B è C.
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Âåêòîðû
−→
AB è

−→
BC îáðàçóþò ïðàâóþ ïàðó

⇔
êîñîå ïðîèçâåäåíèå

−→
AB ∧ −→BC > 0

⇔
A, B, C ïåðå÷èñëåíû ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
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Äàíû âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà A1, A2, . . ., An â ïîðÿäêå îáõîäà

(ëèáî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ëèáî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).

Âåðíî ëè, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê âûïóêëûé?
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Äëÿ êàæäîé âåðøèíû Ai ïîñìîòðèì íà çíàê êîñîãî

ïðîèçâåäåíèÿ
−−−−→
Ai−1Ai è

−−−−→
AiAi+1; ñ÷èòàåì, ÷òî íîìåðà òî÷åê

ýêâèâàëåíòíû ïî ìîäóëþ n, òî åñòü A0 = An, A1 = An+1, ...
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Åñëè âñå êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ ⩾ 0, â êàæäîé âåðøèíå ìû

ïîâîðà÷èâàåì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è ìíîãîóãîëüíèê

âûïóêëûé.

Åñëè âñå êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ ⩽ 0, â êàæäîé âåðøèíå ìû

ïîâîðà÷èâàåì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è ìíîãîóãîëüíèê
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Çàäà÷è Äâà îòðåçêà

Äâà îòðåçêà

Äàíû äâà îòðåçêà: AB è CD. Åñòü ëè ó íèõ îáùèå òî÷êè?
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Íàïðèìåð, ó ïåðâîãî îòðåçêà óãëû îãðàíè÷èâàþùåãî

ïðÿìîóãîëüíèêà òàêèå: (min(xA,xB),min(yA, yB)) è
(max(xA,xB),max(yA, yB))

Ïîñòðîèì äâå ïðÿìûå

Âûðîæäåííûé ñëó÷àé: ïðÿìûå ñîâïàäàþò èëè ïàðàëëåëüíû
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Èíûìè ñëîâàìè, C è D ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò

ïðÿìîé AB
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Èíûìè ñëîâàìè, C è D ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò

ïðÿìîé AB

Ïðîâåðêà: (
−→
AB ∧ −→AC) · (−→AB ∧ −→AD) ⩽ 0

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðèì, ÷òî ïðÿìàÿ CD ïåðåñåêàåò îòðåçîê

AB
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Àíàëîãè÷íî ïðîâåðèì, ÷òî ïðÿìàÿ CD ïåðåñåêàåò îòðåçîê

AB

A

B

C

D
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Ïðîâåä¼ì èç P ëó÷

Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ðàç îí ïåðåñåêàåò ãðàíèöó

ìíîãîóãîëüíèêà: ïðîâåðèì n ïåðåñå÷åíèé ëó÷à ñî ñòîðîíîé

×¼òíîå êîëè÷åñòâî ðàç� òî÷êà ñíàðóæè

Íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ðàç� òî÷êà âíóòðè
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Óäîáíî ïðîâåñòè ëó÷ òàê, ÷òîáû îí íå áûë ïàðàëëåëåí

ñòîðîíàì è íå ïðîõîäèë ÷åðåç âåðøèíû

Íàïðèìåð, åñëè êîîðäèíàòû öåëûå îò −1000 äî +1000, òî
ïîäõîäèò ëó÷ PQ, ãäå Q = (xP + 2001, yP + 1)
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Åñëè ìíîãîóãîëüíèê âûïóêëûé, ìîæíî ïðîâåðèòü çà

O(log n):
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Ïîñ÷èòàåì ïëîùàäü òðàïåöèè ñî çíàêîì ïîä êàæäûì

âåêòîðîì-ñòîðîíîé: (xi+1 − xi) · (yi+1 + yi)/2

Îòâåò�ìîäóëü ñóììû ýòèõ ïëîùàäåé. Ïî÷åìó?
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Îòâåò�ìîäóëü ñóììû ýòèõ ïëîùàäåé. Ïî÷åìó?

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîäâèíåì ìíîãîóãîëüíèê òàê, ÷òîáû îí

áûë âûøå îñè Ox

Ïóñòü îáõîä ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå

Ïðèáàâëÿåì ïëîùàäè òåõ òðàïåöèé, ãäå ìû èä¼ì ïî

ñòîðîíå ñëåâà íàïðàâî

Îòíèìàåì ïëîùàäè òåõ òðàïåöèé, ãäå ìû èä¼ì ïî ñòîðîíå

ñïðàâà íàëåâî

Ïðèáàâèëè ìíîãîóãîëüíèê è òî, ÷òî ïîä íèì, à îòíÿëè òî,

÷òî ïîä íèì� îñòàëàñü ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà
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Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

Ñîäåðæàíèå

1 Òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè

Òî÷êè

Ïðÿìûå

Ïðÿìàÿ è òî÷êà

Ïðÿìàÿ ïî äâóì òî÷êàì

Òî÷êà ïî äâóì ïðÿìûì

Çàïèñü ÷åðåç îïðåäåëèòåëè
2 Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè

Âåêòîðû

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå

Ïðîèçâåäåíèÿ è èõ çíàêè

3 Çàäà÷è

Òî÷êà è îòðåçîê

Òî÷êà è ëó÷

Ïîðÿäîê âåðøèí

òðåóãîëüíèêà

Âûïóêëîñòü

Äâà îòðåçêà

Âíóòðåííîñòü

Ïëîùàäü
4 Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

Çàäà÷à

Ïîäãîòîâêà

Àëãîðèòì Äæàðâèñà

Àëãîðèòì Ãðýõåìà
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Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Çàäà÷à

Çàäà÷à

Äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè: A1, A2, . . ., An.

Íàéäèòå åãî âûïóêëóþ îáîëî÷êó.

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà S �ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ

âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå òî÷êè S.
Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî

òî÷åê P è Q ëþáàÿ òî÷êà íà îòðåçêå PQ òàêæå ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó.
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Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Çàäà÷à

Çàäà÷à

Äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè: A1, A2, . . ., An.

Íàéäèòå åãî âûïóêëóþ îáîëî÷êó.

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà S �ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ

âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå òî÷êè S.
Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî

òî÷åê P è Q ëþáàÿ òî÷êà íà îòðåçêå PQ òàêæå ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó.

Îòâåò� âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â íåêîòîðûõ èç

çàäàííûõ òî÷åê, ñîäåðæàùèé âñå îñòàëüíûå çàäàííûå òî÷êè.
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Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Ïîäãîòîâêà

Ïîäãîòîâêà

Óòâåðæäåíèå 1: âûïóêëàÿ îáîëî÷êà�ìíîãîóãîëüíèê, âåðøèíû

êîòîðîãî� âñå êðàéíèå òî÷êè çàäàííîãî ìíîæåñòâà.

Êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà S � ýòî òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ ìîæíî

ïðîâåñòè ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû âñå îñòàëüíûå òî÷êè S ëåæàëè ïî

îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ïðÿìîé.
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Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Ïîäãîòîâêà

Ïîäãîòîâêà

Óòâåðæäåíèå 1: âûïóêëàÿ îáîëî÷êà�ìíîãîóãîëüíèê, âåðøèíû

êîòîðîãî� âñå êðàéíèå òî÷êè çàäàííîãî ìíîæåñòâà.

Êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà S � ýòî òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ ìîæíî

ïðîâåñòè ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû âñå îñòàëüíûå òî÷êè S ëåæàëè ïî

îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ïðÿìîé.

Çàôèêñèðóåì êðàéíþþ òî÷êó P0 è ðàññìîòðèì âåêòîðû èç íå¼

âî âñå îñòàëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå

ïîðÿäêà íà îñòàëüíûõ òî÷êàõ: Ai < Aj, åñëè
−−→
P0Ai ∧

−−→
P0Aj > 0.

Óòâåðæäåíèå 2: ýòî äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà

(ñâîéñòâà: àíòèñèììåòðè÷íîñòü, àíòèðåôëåêñèâíîñòü,

òðàíçèòèâíîñòü).
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Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Ïîäãîòîâêà

Ïîäãîòîâêà

Óòâåðæäåíèå 1: âûïóêëàÿ îáîëî÷êà�ìíîãîóãîëüíèê, âåðøèíû

êîòîðîãî� âñå êðàéíèå òî÷êè çàäàííîãî ìíîæåñòâà.

Êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà S � ýòî òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ ìîæíî

ïðîâåñòè ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû âñå îñòàëüíûå òî÷êè S ëåæàëè ïî

îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ïðÿìîé.

Çàôèêñèðóåì êðàéíþþ òî÷êó P0 è ðàññìîòðèì âåêòîðû èç íå¼

âî âñå îñòàëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå

ïîðÿäêà íà îñòàëüíûõ òî÷êàõ: Ai < Aj, åñëè
−−→
P0Ai ∧

−−→
P0Aj > 0.

Óòâåðæäåíèå 2: ýòî äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà

(ñâîéñòâà: àíòèñèììåòðè÷íîñòü, àíòèðåôëåêñèâíîñòü,

òðàíçèòèâíîñòü).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ýòî ñîðòèðîâêà ïî ïîëÿðíîìó óãëó,

åñëè P0 îáúÿâèòü íà÷àëîì êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè,

ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò� ¾ñàìûé ïðàâûé¿: åñëè Ak ìåíüøå âñåõ

äðóãèõ Aj, òî Ak îáðàçóåò ïðàâóþ ïàðó ñ ëþáûì Aj.
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Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Àëãîðèòì Äæàðâèñà

Àëãîðèòì Äæàðâèñà

1 Íà÷í¼ì ñ P0, ëþáîé êðàéíåé òî÷êè ìíîæåñòâà: íàïðèìåð, ñ

ìèíèìàëüíîé êàê ïàðà (x, y)

2 Ïðèñâîèì P ← P0

3 Äîáàâèì P â îòâåò

4 Ïîñòðîèì âåêòîðû èç P âî âñå îñòàâøèåñÿ òî÷êè è

âûáåðåì ¾ñàìóþ ïðàâóþ¿ èç íèõ, R (à ïðè ðàâåíñòâå�

íàèáîëåå óäàë¼ííóþ)

5 Åñëè R = P0, çàêîí÷èì ðàáîòó, èíà÷å ïðèñâîèì P ← R è

ïåðåéä¼ì ê øàãó 3

Àëãîðèòì ðàáîòàåò çà O(nk), ãäå k�êîëè÷åñòâî âåðøèí â

âûïóêëîé îáîëî÷êå.
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Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Àëãîðèòì Ãðýõåìà

Àëãîðèòì Ãðýõåìà

1 Íà÷í¼ì ñ P0, ëþáîé êðàéíåé òî÷êè ìíîæåñòâà: íàïðèìåð, ñ

ìèíèìàëüíîé êàê ïàðà (x, y)

2 Îòñîðòèðóåì âñå îñòàâøèåñÿ òî÷êè ïî óãëó, ñ÷èòàÿ P0
íà÷àëîì êîîðäèíàò (ïðè ðàâåíñòâå� ïî âîçðàñòàíèþ

ðàññòîÿíèÿ äî P0)

3 Çàâåä¼ì ñòåê S1, S2, . . . , Sk, èçíà÷àëüíî äîáàâèì òóäà P0

4 Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òî÷êè Ai â ïîðÿäêå ñîðòèðîâêè

5 Äëÿ êàæäîé òî÷êè Ai:

6 Ïîêà k ⩾ 2, áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû Sk−1Sk è SkAi

7 Åñëè îíè íå îáðàçóþò ïðàâóþ äâîéêó, óäàëèì Sk èç ñòåêà

è ïåðåéä¼ì îïÿòü ê øàãó 6

8 Äîáàâèì Ai â ñòåê è ïåðåéä¼ì ê ñëåäóþùåé òî÷êå â øàãå 5

Àëãîðèòì ðàáîòàåò çà O(n log n).
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Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Àëãîðèòì Ãðýõåìà

Àëãîðèòì Ãðýõåìà
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Çàâåðøåíèå

Âîïðîñû?

Âîïðîñû?
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